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Liebe Schülerin, lieber Schüler! 


Im I. Jahrgang lernten Sie die elementaren Grundlagen der Mathematik kennen und be¬ 
herrschen. 

Im II. Jahrgang wurden Ihnen jene Mathematikkenntnisse vermittelt, über die ein Werk¬ 
meister verfügen muß. 

Im III. Jahrgang werden Sie jenen Teil der Mathematik kennenlernen, der für jeden 
Ingenieur unentbehrlich ist. Sie werden in den Zaubergarten der Differential- und der 
Integralrechnung eindringen. Der Aufgabenstellung der HTL entsprechend wird dabei das 
Verstehen der Probleme und die Anwendung dieser Rechnungsarten auf Ihr Fach im Vorder¬ 
grund stehen. 

Aus dem 4. Band wurden Stoffgebiete in verkürzter Form übernommen, die im neuen Lehr¬ 
plan der maschinenbaulichen Abteilungen bereits im III. Jahrgang aufscheinen. Dadurch 
mußte der bisherige Inhalt dieses Buchs an einigen Stellen gekürzt werden. 

Dort, wo es notwendig ist, wird im 4. Band der Stoff vertieft. 

Innerhalb kurzer Zeit werden Computer-Algebra-Systeme (CAS) den Taschenrechner in der 
HTL ergänzen. Viele Aufgaben werden aber auch in Zukunft mit Taschenrechnern mit einge¬ 
bauten Funktionen schneller und sicherer gelöst werden können. 

Im 1. Kapitel werden Ihnen daher kurz zwei leistungsfähige und preiswerte Computer- 
Algebra-Systeme vorgestellt. Die Grundlagen sind in beiden Systemen gleich leicht zu er¬ 
lernen. Wenn Sie ein System beherrschen, können Sie problemlos auf das andere umsteigen. 
DERIVE ist billiger und läuft auf fast allen PC. MATHEMATICA benötigt einen Copro¬ 
zessor, ist teurer, leistet dafür aber mehr, besonders in der Grafik. 

Diese Systeme sollen helfen, daß der Schüler in spielerischer Weise mathematische Sachver¬ 
halte durchschauen lernt. 

MATHEMATICA ist die beste Verständigungssprache von mathematischen, technischen 
und wirtschaftlichen Inhalten. Daß sich auch DERIVE dafür eignet, hoffe ich mit diesem 
Buch aufzuzeigen. Aus diesem Grund bin ich von der bisher üblichen DERIVE-Dokumen- 
tierung abgewichen. 

Ausdrücklich sei festgestellt, daß das Buch so geschrieben ist, daß Schüler, die kein CAS zur 
Verfügung haben, nicht benachteiligt werden. 

Die folgenden Aufgaben werden Sie am Ende des III. Jahrgangs bereits lösen können. 


Maschinenbauliche und bautechnische Abteilungen 

1. Ein Körper mit der Masse m liegt auf einer schiefen 
Ebene und soll durch die Kraft F hinaufgezogen 
werden. 

Der Neigungswinkel ist e, der Reibungskoeffizient ist ji. 
Wann ist Fam kleinsten? 

2. Eine an ihren Enden aufgehängte Kette bildet eine 
Kettenlinie, deren Gleichung 

X £ 

X g Q -J- g Q 

y = a cosh— = a ---lautet. 

J a 2 



Die Länge des Bogens AB von seinem tiefsten Punkt A bis zum Punkt B (X 2 IT 2 ) ist zu 
berechnen. 







4. 


5. 


Das Trägheitsmoment eines Hohlzylinders , r 2 , h ) ist zu berechnen. 


Die Differentialgleichung der elastischen 

t • • i // M(x) 

Lime lautet y = — —. 

EI 

Wie lautet die Gleichung der elastischen Linie? 



Elektrotechnische Abteilungen 

1. In einem Wechselstromkreis ist die momentane Leistung P,= u- i. 

Es gelten die Beziehungen u = U m sin cot und i = I m - sin {cot + cp). 

Die Extremwerte von P t sind zu berechnen. 

2. Es ist der Effektivwert der Stromstärke eines sinusförmigen Wechselstroms zu 
berechnen. 

3. Es ist die Arbeit des Wechselstroms in einem Stromkreis mit Induktivität und 
Kapazität zu berechnen. 

4. Von 15 gefertigten Printplatten sind 4 fehlerhaft. 

5 Printplatten werden zufällig entnommen. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß keine bzw. eine bzw. zwei ... bzw. alle fünf 
Printplatten fehlerhaft sind? 

5. Beim Lackieren von Blechen ist die Anzahl von Lackblasen Poisson-verteilt. 

Es treten im Mittel 1,5 Blasen pro Blechtafel auf. 

Es ist zu untersuchen, ob die Wahrscheinlichkeit, auf 2 Blechtafeln 5 Fehler zu finden, 
gleich ist der Wahrscheinlichkeit, auf 4 Blechtafeln 10 Fehler zu finden. 

6. Bisher betrug die mittlere Reißfestigkeit einer bestimmten Type von Drähten 
248 N/mm 2 . 

Nach verschiedenen Verbesserungsmaßnahmen wurden aus der Fertigung 50 Drähte 
geprüft. Dabei ergab sich eine mittlere Reißfestigkeit von 248,8 N/mm 2 . 

Haben die Verbesserungsmaßnahmen zu einer größeren Reißfestigkeit geführt? 
cc = 5 % wird der Rechnung zugrunde gelegt. 

Man nimmt an, daß die Standardabweichung durch die Maßnahmen unverändert ist 
und nach wie vor etwa 2 N/mm 2 beträgt. 


Viel Spaß mit Mathematik! 

Bei entsprechendem Fleiß werden Sie sicher den III. Jahrgang schaffen. 


Julius Schärf 

















ALGEBRA UND NUMERIK 


1. Computer-Algebra-Systeme (CAS) 

Sie haben im II. Jahrgang (einige Abteilungen bereits im I. Jahrgang) EDV-Unterricht ge¬ 
habt. Außerdem haben Sie gelernt, wie man mit Hilfe des Taschenrechners auch schwierige 
Probleme lösen kann. 

Taschenrechner mit vielen eingebauten Funktionen und zusätzlicher Programmiermöglich¬ 
keit nehmen wenig Platz ein und helfen uns, Zeit und Mühe zu sparen. 

In den letzten Jahren kam eine wertvolle Hilfe dazu, die Computer-AIgebra-Systeme. 

Wir beschäftigen uns in diesem Buch mit zwei Programmpaketen, mit 

DERIVE und 
MATHEMATICA. 

Beide Systeme sind eine wertvolle Ergänzung zum Mathematikunterricht und zum theoreti¬ 
schen Fachunterricht. 

In diesem Buch werden die Anwendungsmöglichkeiten dieser Systeme exemplarisch gezeigt. 
Interessierten Schülern wird sicher die Möglichkeit gegeben, in einem Freigegenstand ihr 
Wissen zu vervollkommnen. 


1.1 DERIVE 

Zur sehr kurzen Einführung behandeln wir einige Aufgaben der Mathematik des ersten und 
zweiten Jahrgangs der HTL. 

BEISPIELE 

1. 1 + 2(3 + 5 • 4 2 ) ist zu berechnen. 

Wir befinden uns im Hauptmenü COMMAND. 

a) Wir wählen den Befehl Author, indem wir den Balken über Author stellen und die 
Enter-Taste drücken. 

b) Auf dem Schirm erscheint AUTHOR expression: 

c) Wir tasten unseren Term 1 +2 (3 + 5 4~2) ein und drücken Enter. 

Auf dem Schirm lesen wir: 

1: 1 + 2 (3 + 5 4"2) Der Rechner hat dieser Zeile die Nummer 1 zugeteilt. 

Wir wollen den Wert dieses Terms berechnen, also den Term vereinfachen. 

a) Wir wählen den Befehl Simplify. 

In der Nachrichtenzeile erscheint auf dem Schirm: 

SIMPLIFY expression: #1 

b) Wir wollen den in Zeile # 1 stehenden Term vereinfachen, daher drücken wir die 
Enter-Taste. 

Auf dem Schirm erscheint das Ergebnis unserer Rechnung: 

2: 167 
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1. Computer-Algebra-Systeme (CAS) 


Beachten Sie: Für 2 • 3 kann 2*3 oder 2 3 geschrieben werden. 4~2 steht für 4 2 . 

Als Symbol für das Zusammenfassen von Termen darf nur die runde 
Klammer verwendet werden. 

Auf dem Monitor erscheinen Ein- und Ausgabezeilen in gleicher Schrift. Im Buch 
wird, um die Übersichtlichkeit zu steigern, die Eingabe immer fett geschrieben. 

3 /1 1 \ 2 

2. — — 5 I — + — 1 ist auf 10 Stellen genau zu berechnen. 

Wir wählen den Menüpunkt Author und tasten 3/4 - 5 (1/2 + 1/3) 2 ein. 

Auf dem Schirm erscheint: 

Eingabe: Nur runde Klammer! 

Ausgabe: Eckige Klammer! 

Nun wählen wir zum Vereinfachen des Terms 1 den Menüplatz Simplif y. 

In der Nachrichtenzeile erscheint auf dem Schirm: SIMPLIFY expression: #1 

Wir wollen den in Zeile #1 stehenden Term vereinfachen, daher drücken wir die 
Enter-Taste. Auf dem Schirm erscheint: 

2: - 49/18 

DERIVE rechnet mit rationalen Werten, also mit Bruchzahlen! 

DERIVE speichert intern alle Zahlen als INTEGER-Zahlen. Es kann 

— mit exakter Rechengenauigkeit im Exact-Mode oder 

— näherungsweise im Approximate-Mode oder 

— mit gemischter Rechengenauigkeit im Mixed-Mode gearbeitet werden. 

Im Exact-Mode kann z. B. ][2 nicht weiterverarbeitet werden. 

Im Approximate-Mode (Näherungsmodus) werden irrationale und sehr große rationale 
Zahlen auf die momentan eingestellte Stellenanzahl berechnet. 

Im Mixed-Mode werden irrationale, nicht aber rationale Zahlen mit der eingestellten 
Rechengenauigkeit verarbeitet. 

Die Rechengenauigkeit wird mit dem Befehl Option Precision eingestellt: 

OPTION PRECISION: Mode: Approximate, Exact, Mixed, Digits: 6 


Mit OPTION PRECISION Approximate Digits: 10 (wir schreiben kurz: 0 P A 10) 
stellen wir den Näherungsmodus mit 10 Stellen ein. 

Nach [S] #2 erscheint unser Ergebnis auf dem Bildschirm: 

3: - 2.722222222 



Protokoll 

Menüpunkt, um die rechts stehende Ausgabezeile zu erhalten: 


Author 

1: 

| - 5 fl + lf 



4 [2 3J 

Simplify 

2: 

_ 49 

18 

SIMPLIFY expression: #1 

3: 

- 2.722222222 
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Um Zeit und Platz zu sparen, schreiben wir kurz: 


Author 

1: 

3/4 - 5 (1/2 + 1 /3) ~2 

S 

2: 

- 49/18 

0 P A 10 S 

3: 

- 2.722222222 


Beachten Sie: 

1. Über der ersten Spalte, die durch einen dunklen Raster gekennzeichnet ist, denken Sie 
sich die Überschrift „Zu wählender Menüpunkt, um die rechts stehende Protokollzeile zu 
erhalten“. 

2. In der zweiten Spalte (heller Raster) stehen die Protokollzeilen, aus Platzgründen aller¬ 
dings (meist) in BASIC-Schreibweise. 

Auswahl von Befehlen 

Mit der | Esc [ -Taste kommt man jederzeit in das nächsthöhere Niveau. Durch Drücken der 
Leertaste [ | oder der | Tab [ -Taste bewegt man den Inversbalken zum nächsten Namen. 

Einfacher: 

Drücken Sie jenen Buchstaben, der im entsprechenden Menübefehl groß geschrieben ist. 

[B] für Build, [T] für soLve, [S] für Simplify, [Ö] für Options, ... 

In den meisten Submenüs gibt es Auswahlfelder. 

Markieren und Auswahl von Termen 

Mit Jump to 7 kann man den in Zeile 7 stehenden Term auswählen. 

Der Inversbalken steht dann über der Zeile 7. 

Kurz: J #7 

Mit Pg Up bewegt man den Inversbalken um eine Zeile nach oben, mit Pg Down nach unten. 
Man kann auch Teile des aktuellen Terms auswählen: 

P^| markiert den rechts liegenden Operanden, 

[^1 markiert den links liegenden Operanden. 

Löschen von Zeilen mit dem Remove-Befehl 

Nach [R] erscheinen zwei Dateneingabefenster, in die die erste und die letzte Zeilennummer 
des zu löschenden Blocks einzusetzen sind. 

Beispiel: [R] 

REMOVE: Start: 4 End: 12 

|Enter| 

Die Zeilen 4 bis 12 werden gelöscht. 


3. (x + x 3 — 1) (x 2 — 3 + x) ist zu berechnen. 



Author 

Expand 

1: 

2: 

(x + x-3 - 1) (x-2 - 3 + x) 

x~5 + x~4 - 2 x~3 -4 x + 3 

4. 

8 ax — 12 bx + 10 ay — 15 by ist in Faktoren zu zerlegen. 


Author 

1: 

8ax-12bx + 10ay-15by 


Factor 




FACTOR: Rational 

2: 

(4 x + 5 y) (2 a - 3 b) 
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1. Computer-Algebra-Systeme (CAS) 


5. (l + 1/Tj) 5 ist zu berechnen. 

Vom Ergebnis sind Polarwinkel und Betrag zu ermitteln. 


In DERIVE wird die imaginäre Einheit mit #i eingegeben und mit i ausgegeben. 

Wichtige Funktionen für das Rechnen mit komplexen Zahlen: 

ABS(z) 

Betrag von z 

PHASE(z) 

Polarwinkel: —n <Phase (z)<it 

RE (z) 

Realteil von z 

IM(z) 

Imaginärteil von z 

CONJ(z) 

Konjugierte zu z 

SIGN(z) 

gibt für z =^0 jenen Punkt am Einheitskreis an, der denselben 
Polarwinkel wie z hat 


Author 

1: (1 + f(3) i)‘5 

. . } 


2: 16 - 27.7128 i 

2 


Nun wollen wir den Betrag und den Polarwinkel des Ergebnisses (Zeile 2:) ermitteln. 
Dazu verwenden wir folgende Einstellungen: 

1 F31 der markierte (Teil-)Ausdruck wird in der Author expression-Zeile unmittelbar 
nach dem Cursor kopiert. 

| F4 | der markierte (Teil-)Ausdruck wird in der Author expression-Zeile unmittelbar 
nach dem Cursor, in eine Klammer gesetzt, kopiert. 


E 

E 

E 

E 

2 Author 

2 Author 

3: abs .. . 1 2 3 

4: 32 

5: phase [F4] .. . 4 

6: -1.04719 

Aus 1: y 2 + y + 1 

r 3 -iy 

., ^ \ J'-l / 

ist der Term \ \ — 

y 2 + y+ 1 

2: y —1 3: y-\ 

(y — 1) zu bilden. 

Author 

m 

4: (#2/#3)‘2/#1 - #3 

5: y“2 + 2 


Dasselbe Ergebnis erreicht man, allerdings umständlicher, mit dem Befehl Build. 

E... 

BUILD first expression: #2 
BUILD Operator: / 

BUILD next expression: #3 

|Done| 

usw. 


1 Auf dem Schirm: | Alt [ + [Ö] ergibt f 

2 Auf dem Schirm: [x] steht für approX 

3 Auf dem Schirm: 116 - 16 ]A3 i| 

4 Auf dem Schirm: PHASE (16-16 f3 i) 
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7. 

Die Gleichung ax + b = c 

ist nach zu lösen. 


Author 

1: a x + b = c 


E x 

2: x = C “ b 
a 


E x steht für soLve 

SOLVE expression: #1 
SOLVE variable: x 


8. Die Gleichung ax 2 + bx + c = 0 ist nach x zu lösen. 


Author 

1: 

a x Ä 2 + b x + c = 0 

E x 

2: 

_ Y (b"2 - 4 a c) - b 


X 2 a 


3: 

/(b“2 - 4 a c) + b 



2 a 


9. Beim Hantieren mit Gleichungen ist das Substituieren, das Ersetzen eines Terms durch 
einen anderen, wichtig. 

Wir geben uns a x 2 + b x + c vor und wollen für a, b, c die Werte 2, 3, 4 einsetzen. 
Dann wollen wir x durch x+2 und zuletzt x durch 2 ersetzen. 


Author 

1 

a x"2 + b x + c 

QU E 2,3,4->a,b,c 

2 

2 x~2 + 3 x + 4 

E E x->x + 2 

3 

2 (x + 2)~2 + 3 (x + 2) + 4 

ffl E x ~>2 

4 

2 (2 + 2)~2 + 3 (2 + 2) + 4 


5 

48 


Manage Substitute bewirkt MANAGE SUBSTITUTE expression: #1 
MANAGE SUBSTITUTE value: x 

MANAGE SUBSTITUTE value: a a wird mit 2 überschrieben 

MANAGE SUBSTITUTE value: b b wird mit 3 überschrieben 

MANAGE SUBSTITUTE value: c c wird mit 4 überschrieben 

Ur— Ucf 

10. Aus der Gleichung Rr= T , r —Mr ist Uce zu berechnen. 

-*C"E IßT *g 

Wir haben bisher mit dem voreingestellten Character-Eingabemode gearbeitet, bei 
dem Variablennamen nur aus einem Buchstaben bestehen. 


Mit Option Input Mode: Word 

kommt man in den Word-Eingabemode, bei dem Variablennamen beliebig lang 
sein dürfen. Sie müssen mit einem Buchstaben beginnen und dürfen außer Buch¬ 
staben auch Ziffern und Unterstreichungszeichen enthalten. 


1: rc = (ub - uce)/(ic + ib + ig) 

2: uce = - ib rc - ic rc - ig rc + ub 
3: uce = ub - rc (ib + ic + ig) 


Author 
[~Ll uce 

m 
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11. Mit Solve kann man nicht nur Gleichungen in einer Variablen lösen, sondern auch 

lineare Gleichungssysteme. 


Allgemeine Form: [gll, gl2, . . gln] 


soLve 


Zwei Beispiele: 
a) x 4- y + z = 27 
2x — y — z = 0 
3 jc — 2 y — 0,25 z = 5 


b) ax 4- by = c 
dx 4- ey = f 


Author 

E x V z 
Author 

E x y 


1: 

[x + y + z = 27, 

2 x - y - z = 0, 


3 x - 2 y - z/4 

= 5] 

2: 

[x - 9, y - 10, 

00 

II 

N 

3: 

[a x + b y = c. 

d x + e y = f] 

A- 

r _ c e - b f 

a f - c di 


L a e-bd' 

a e - b dl 


12. Gegeben: t/ 01 = 24 V, U 02 = 12 V, R,= R 2 = 100 £2, R 3 = ^ = 500 Q, R 5 = 300 H 
Gesucht: I 3 bis / 5 

U 1 U 5 U 2 

k ,-, I5 ■ ’l ■ * k 



Lösung: 

Durch Anwendung der Kirchhoff-Sätze erhalten wir ein System von 5 linearen 
Gleichungen mit den 5 Unbekannten / 1? ..., / 5 : 

(I) Un-hK + hRz 

(II) U 02 = I 2 Ri + h Ra Maschengleichungen 

(III) hR^hRs + UR, 

(IV) h = h + h 

(V) h=h + I 2 


Knotengleichungen 


Author 


1 

uOI := 24 ,.,1 

Author 


2 

u02 := 12 

Author 


3 

rl := (r2 := 100) 

Author 


4 

r3 := (r4 := 500) 

Author 


5 

r5 := 300 

Author 


6 

[uOI = il rl + i3 r3, u02 = i2 r2 + i4 r4, 
i3 r3 = i5 r5 + i4 r4, il = i3 + i5, 

±4 = i5 + ±2] 

E 


7: 

: [il - 81/1400, i2 - 3/1400, i3 - 51/1400, 
i4 - 33/1400, i5 - 3/140] 

m 


8: 

[il = 0.0578571, i2 - 0.00214285, 
i3 - 0.0364285, i4 = 0.02355714, 
i5 - 0.0214285] 


/ t = 57,9 mA 


I 2 = 2,14 mA 


/ 3 = 36,4 mA 


7 4 = 23,6 mA 


7 5 = 21,4 mA 


ist, wie z. B. in PASCAL, das Zeichen für „definiert durch“. 
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Beachten Sie: Die Gleichungen des Systems stehen in Zeile 6 in einer eckigen 
Klammer, jeweils durch einen Beistrich voneinander getrennt. 


In DERIVE gilt folgende Schreibweise für Funktionen: 


1*1 

abs(x) 

größter Wert aller x f - 

max(x1, x2, . . . 

, xn) 

sign x 

sign(x) 




n 

| Alt | P 

kleinster Wert aller x f 

min(x1, x2, . . . 

, xn) 

ti/180 

deg 




Q x 

exp(x) 

ln x 

ln(x) 


a x 

a A x 

lg* 

log(x, 10) 


fx 

sqrt(x) 

lb x 

log(x, 2) 




\og h x 

logjx, b) 


sin x 

sin(x) 

arcsin x 

asin(x) 


cos X 

cos(x) 

arccos x 

acos(x) 


tan x 

tan(x) 

arctan x 

atan(x) 


cot X 

cot(x) 

arccot x 

acot(x) 


sinh x 

sinh(x) 

arsinh x 

asinh(x) 


cosh x 

cosh(x) 

arcosh x 

acosh(x) 


tanh x 

tanh(x) 

artanh x 

atanh(x) 


coth x 

coth(x) 

arcoth x 

acoth(x) 




. /3\ 

/ - 2 \ 


13. Gegeben sind die Vektoren a = I 5 1 und b = 

4 • 




\8 / 

\ 


Zu berechnen sind: 

a + b, a — b, a ■ b. 

(p{ a, b ), a X b 



Author 

1 

a := [3, 5, 8] .. / 

Author 

2 

b := [- 2, 4, 5] 

Author 

3 

su := a + b 

m 

4 

[1, 9, 13] 

Author 

5 

di := a - b 

CH 

6 

[5, 1, 3] 

Author 

7 

skal : = a . b 

tu 

8 

54 

Author 

9 

phi := acos(skal/(abs(a) abs(b)))/deg 

m 

10 

35.5944 

Author 

11 

kreuz := cross(a, b) 

m 

12 

[- 7, - 31, 22] 


Nachdem Sie die elementaren Grundoperationen schnell und sicher durchführen können, 
werden wir die linke Spalte mit den durchzuführenden Befehlen weglassen und das Ergebnis 
jeweils rechts neben die Anweisung schreiben. 

Wir gewinnen durch diese „Kurzform“ nicht nur Zeit und Papier, das Protokoll wird über¬ 
sichtlicher, der mathematische Inhalt tritt deutlich zutage. 


1 Durch a := [3, 5, 8] ist a als Vektor mit den Koordinaten 3, 5, 8 definiert. 
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14. 


1 

a :== [3, 5, 8] 


2 

b := [- 2, 4, 5] 


3 

su := a + b 

[1, 9, 13] 

5 

di : = a - b 

[5, 1, 3] 

7 

skal := a.b 

54 

9 

phi := acos(skal/(abs(a) abs(b)))/deg 

35.5944 

11 

kreuz := cross(a, b) 

[- 7, - 31, 22] 


Sie können die Zeilen auch in Zehnerschritten (eventuelle Einfügungen!) numerieren 
oder die Numerierung weglassen. 


Gegeben ist ein Kräftesystem durch: F 1 : (jc x | y-i), |G|, ct x \ F 2 : (x 2 \ y 2 ) 9 | F 2 \, oc 2 , 
E3 : (*3 1 ^3)» I G |, or 3 . 

Von der Resultierenden ivsind | F r \, oc r , ( F r ) x , ( F r ) y und die Koordinaten Xq und y 0 
zu berechnen. 


Lösung: 


_V(Z F xf + (2 Fy)\ tan (P = YjT 


Es gilt: | F r \ = 

(M x ) 0 = 0 => Z (F,),-*,« (F r V* 0 

Wir führen diese Rechnungen vektoriell durch 

'\t\\ 

I , CO = 


Xq -- 





1 

fl 

= 1 



2 

f2 

= 2 



3 

f3 

- 3 



4 

al 

= 30 deg 


5 

a2 

= 60 deg 


6 

a3 

= 90 deg 


7 

xl 

= -3 



8 

x2 

= 0 



9 

x3 

= 5 



10 

yi 

= 0 



11 

y2 

= 0 



12 

y3 

= 0 



13 

f : = 

= [fl. 

f2. 

f3] 

14 

x := [xl. 

x2. 

x3] 

15 

y : = 

- [yi. 

y2. 

V3] 


16 

17 

18 

19 

20 
21 
22 

23 

24 



co := [cos(al), cos(a2), cos(a3)] 
si := [sin(al), sin(a2), sin(a3)] 
fx := [fl cos(al), f2 cos(«2), f3 cos 
fy := [fl sin(al), f2 sin(a2), f3 sin 
sufx := f.co 
sufy := f.si 
r : = / (sufx' v 2+sufy''2) 

(p := atan(sufy/sufx) 
g := phi/deg 


[ 0 , 0 , 0 ] 

[0.866025, 0.5, 0] 
[0.5, 0.866025, 1] 
(«3)] [0.866025, 1, 0] 

(«3)] [0.5, 1.73205, 3] 

1.86602 
5.23205 
5.55485 
1.22820 
70.3711 
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25 

rx : = 

r cos (q>) 


1 , 

.86602 

26 

ry : = 

r sin(^) 


5 

.23205 

27 

xO : = 

fy . x/ry 


2 

.58024 

28 

yO 

fx . y/rx 


0 



131-5,55 

<p= 70,37° 

U),= 1,87 

(F r ) y = 5,23 

*b = 


15. Die Gleichung cosl,2x = —0,524 ist zu lösen. 

Es liegt eine (sehr einfache) goniometrische Gleichung vor. Die Lösungen dieser 
Gleichung sind die Nullstellen der Funktion mit dem Term cosl,2x + 0,524. 

Es gibt bekanntlich unendlich viele Nullstellen dieser periodischen Funktion 
(Periode = 2 71/1,2 = 5,2360). DERIVE gibt uns drei Lösungen bekannt. 

1: cos(1.2 x) = - 0.524 |T] oder 1: solve(cos(1.2 x) = - 0.524, x) 
5: x - - 1.76861 

6: x - 3.46737 

7: x - 1.76861 

Der Rechner gibt die Lösungen in den Zeilen 2—4 aus (4: wurde aus Platzgründen 
vom Schirm entfernt). 

Balken über 2: \X\ ergibt 5: 

Uns interessiert noch, wie der Graph dieser Funktion aussieht. 

DERIVE löst dieses Problem mit dem Plot-Befehl, für den wir kurz [P] schreiben. 

Wir wählen die Teilung des Schirms ab Spalte 40 in zwei Fenster; das linke [1] für den 
Text, das rechte [2] für die Grafik. Dann stellen wir bei 0PTI0NS DISPLAY Mode 
Graphics und VGA ein. 

Mit 1 Fl | kommen wir in das Fenster 1 zurück und markieren 1: [p] (Plot) bewirkt die 
Zeichnung. 



Es liegt eine gerade Funktion vor, deren Graph somit symmetrisch zur jy-Achse ist. 

Mit den Pfeiltasten bewegen wir das Kreuz, bringen es mit einer Nullstelle zur 

Deckung und lesen ab: x= 1.7777 y=0 

Wir können nun angeben: x^ k = 1,76861 + k *5,2360 

*2,*= -1,76861 + k -5,2360 
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16. Die Graphen von y 1 = 2 sin (x), y 2 = sin (2 x ), y 3 = yi + j> 2 sind zu zeichnen. 



17. Das Gleichungssystem x y = 4 

* — 2y — 2 = 0 

ist zu lösen. 

Wir überlegen zunächst: Es handelt sich um den Schnitt einer gleichseitigen Hyperbel 
mit einer Geraden. 



COtlMAND: TPPHffa Center Betete Help flaue öptions Plot Quit Scale Ticks Uindou 
Zoo« 

Enter Option Deriue XM 

Cross x:0.9?22 y:1.0156 Scale x:S y:5 2D~plot 


Schnittpunkte: Si (— 212), S 2 (411) 
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1.2 MATHEMATICA 

Mathematica hat das Potential, die Welt der Wissenschaft zumindest so zu ändern, wie die 
Textverarbeitung die Welt des Schreibens geändert hat. Info World 

1980 leitete Stephen Wolfram (geb. 1959 in London) mit der Entwicklung des SMP- 
Computeralgebrasystems eine neue Ära der Mathematik und der EDV ein. 

1988 war die erste Version von MATHEMATICA auf dem Markt. Seit 1991 ist die Version 

2.2 erhältlich. 

MATHEMATICA wird weltweit von über 150000 Forschern, Mathematikern, Ingenieuren, 
Studenten, ... benützt. 

Neben der grundsätzlichen Anwendung als numerischer und symbolischer Rechner und als 
System zur Visualisierung von Funktionen und Daten gibt es noch viele Anwendungsgebiete 
von MATHEMATICA. 

Sie haben mit BASIC oder PASCAL gearbeitet. Diese Systeme haben etwa 50 eingebaute 
Funktionen. MATHEMATICA hat 750. Wir wollen nur schnuppern, ein wenig Kontakt mit 
der Zukunft bekommen. 

Wir fangen ganz einfach an und lösen zunächst dieselben Aufgaben, die wir schon mit 
DERIVE gelöst haben. 

Sie werden eine Überraschung erleben: Das mächtige MATHEMATICA ist bei einfachen 
Aufgaben nicht schwieriger zu handhaben als DERIVE. 

BEISPIELE 

1. l + 2(3 + 5-4 2 ) ist zu berechnen. 

Sie tippen die Eingabe 1 +2 (3 + 5 4*2) ein, drücken gleichzeitig Shift und 
Enter. 

Der Rechner gibt das Resultat bekannt. 

In [1] ’■ = 

1 + 2(3 + 5 4*2) 

Out [1]= 

167 

Beachten Sie: 

Der Computer hat zur Eingabe In [1]:= und zur Ausgabe Out [1]= hinzugefügt. 

genau zu berechnen. 


Mit der Mathematica-Funktion N erhält man 
angenäherte numerische Ergebnisse. 

% steht für „letztes Ergebnis“. 

10 gibt die Anzahl der gewünschten Stellen an. 


-=j- — 5 + yj ist auf 10 Stellen 

In [1] := 

3/4 - 5(1/2 + 1/3)*2 

Out [1]= 

' 18 
In[2]:= 

N[%, 10] 

Out[2]= 

-2.72222 
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Die Argumente aller MATHEMATICA-Funktionen werden in eckige Klammer gesetzt. 
Die Namen aller eingebauten MATHEMATICA-Funktionen beginnen mit einem Groß- 

buchstaben. 

% 

bringt den Wert der letzten Ausgabe 

%% 

bringt den Wert der vorletzten Ausgabe 

%n oder 0ut[n] 

bringt den Wert des n-ten Outputs 

In[n] 

bringt die n-te Eingabe zur Bearbeitung 


3. (x + x 3 — 1) (x 2 — 3 + x ) ist zu berechnen. 
/«//;•= 

Expand[ (x + x~3 -1) (x~2 - 3 + x) ] 

Out 11]- 04 c 

3 - 4 x - 2 + x 4 + x 5 


4. Sax — !2bx + !0ay —15 by ist in Faktoren zu zerlegen. 

In [l]:= 

Factor[ 8ax-12bx+10ay-15by] 

Out [1]= 

(2 a - 3 b) (4 x + 5 y) 


5. 


Es ist (1 +]/3 j ) 5 zu berechnen. 

Vom Ergebnis sind Polarwinkel und Betrag zu ermitteln. 


In [1]:— 

z5 = (1 + Sqrt[3] I)~5 //N 

Out [1]— 

16. - 27.7128 I 


In [2]:— 

betz5 = Abs[z5] 

Out [2]= 


32. 


In [3]:— 

phizö = Arg[z5] //N 

Out [3]= 


-1.0472 


Komplexe Zahlen 

a + b I 

komplexe Zahl der 
Form a+ b j 

Re[z] 

Realteil von z 

Im[z] 

Imaginärteil von z 

Conjugate[z] 

z* 

Abs[z] 

Betrag von z 

Arg[z] 

Polarwinkel von z 


6. Das Kopieren und Einfügen von Termen ist eine einfache Windows-Routine. 
Bearbeiten — Kopieren bringt den Term in die Zwischenablage 
Bearbeiten — Einfügen fügt den Term an der aktuellen Stelle ein 
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7. Die Gleichung a x + b = c ist nach x zu lösen. 


{ } ist das Zeichen für Liste. 

Die Lösungsmenge wird als Liste der 
Lösungen angegeben. 


zu. 

Beim Hantieren mit Gleichungen ist das Substituieren, das Ersetzen eines Terms durch 
einen anderen, wichtig. 

MATHEMATICA behandelt Variablen als Symbole. 

Wenn wir das Symbol x durch den Wert 10 ersetzen sollen, dann schreiben wir x->10. 
Zum Beispiel: x~2+30 /. x->10 ergibt die Ausgabe: 130 


ausdr /. x->wert ersetzt x in ausdr durch wert 


9. Die Gleichung ax 2 + bx+c = 0 ist nach x zu lösen. 

In[l]:- 

qgl = Solve[ a x~2 + b x + c == 0, x] 

Out [1]— 

{{x -> ~ b - Sqrt[b 2 - 4ac] ^ -b + Sqrt[b 2 - 4 a d 

2 a ' 2 a n 

ln 12]:- 

x = x /. qgl[[2]] Mit diesem Befehl greifen wir auf den 

Out [2]— Wert von x 2 , dem 2. Element der Liste 

-b + Sqrt[b^ - 4 a c] qgl (unserer Lösungsmenge) zu. 

2 a 

Einfachheitshalber lassen wir ab nun die vom System hinzugefügten Bemerkungen 
In[n]:= und Out[n]= weg. 

U — u 

10. Aus der Gleichung R c = ————-—— ist U CE zu berechnen. 

*C + *B+ 4 

gl = Solve[Rc == (üb - Uce)/ (Ic + Ib + lg), Uce] 

{{Uce -> -(Ib Rc) - Ic Rc - lg Rc + Ub}} 

11. Mit Solve kann man nicht nur Gleichungen in einer Variablen lösen, sondern auch 
lineare Gleichungssysteme. 

Allgemeine Form: 


Solve[{gl1, g!2.gln}, {xl, x2, . . . , xn}] 


In[l]:= 

gl = Solve[ a x + b = c, x] 

Out [1]= 

Beachten Sie den Unterschied: 
x = a weist der Variablen x den Wert a 
x == a testet, ob x = a gilt. 
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Zwei Beispiele: 

a) x + y + z = 27 b) ax + by = c 

2x — y — z = 0 dx+ey=f 

3 x — 2y — 0,25 z = 5 

glsl = Solvef {x + y + z == 27, 2 x - y - z == 0, 

3 x - 2 y - z/4 == 5}, { x, y, z } ] 

{{x -> 9, y -> 10, z -> 8}} 

gls2 = Solve[ {a x + b y = c, d x + e y = f}, {x, y} ] 

{{x -> c/a + (b (c d - a f))/(a (-(b d) + a e)), 

y -> -((c d - a f)/(—(b d) + a e))}} 

Simplify[%] 

{{x -> (-(c e) + b f)/(b d - a e), 

y -> (-(c d) + a f)/(-(b d) + a e)}} 


12. Gegeben: U 0 i = 24V, U 02 = 12 V, R, = R 2 = 100 Q, R 3 = R 4 = 500Q, R 5 = 300 Q 
Gesucht: 1^ bis I 5 



Lösung: 


Durch Anwendung der Kirchhoff-Sätze erhalten wir ein System von 5 linearen 
Gleichungen mit den 5 Unbekannten / l5 ..., / 5 : 

(I) £/ 01 =/l*l + /3*3 1 

(II) U 02 = I 2 R 2 + h Ra f Maschengleichungen 

(III) kR^hR. + hR, \ 


(IV) /i = / 3 + / 5 

(V) / 4 = / 5 + / 2 


| Knotengleichungen 


uOI - 24; u02 - 12; rl = r2 = 100; r3 = r4 = 500; r5 = 300; 
gls = Solve[ { uOI == il rl + i3 r3, u02 == i2 r2 + i4 r4, 

13 r3 == i5 r5 + i4 r4, 
il = i3 + i5, 

14 — i5 + i2 }, {il, i2, i3, i4, i5} ] / / \ 
{{il -> 0.0578571, i2 -> 0.00214286, i3 -> 0.0364286, 

i4 -> 0.0235714, i5 -> 0.0214286}} 


x = wertl 

ordnet der Variablen x den Wert wertl zu. 

x = y = wertl 

ordnet den Variablen x und y den Wert wertl zu. 

x =. 

löscht den aktuellen Wert von x. 


x behält solange den Wert wertl , bis er durch x =. gelöscht wird. 

ausdrl 

berechnet ausdrl und gibt das Ergebnis aus. 

ausdrl; 

berechnet ausdrl und gibt das Ergebnis nicht aus. 
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In MATHEMATICA gilt folgende Schreibweise für Funktionen: 


1*1 

Abs[x] 

sin x 

Sin[x] 

arcsin x 

ArcSin[x] 

sign x 

Sigfx] 

cos X 

Cos[x] 

arccos x 

ArcCos[x] 

7t 

Pi 

tan x 

Tan[x] 

arctan jc 

ArcTan[x] 

ti/180 

Degree 

cot X 

Cot[x] 

arccot x 

ArcCot[x] 

e A 

Exp[x] 

sinh x 

Sinh[x] 

arsinh x 

ArcSinh[x] 

a x 

a~x 

cosh x 

Coshfx] 

arcosh x 

ArcCosh[x] 

fx 

Sqrt[x] 

tanh x 

Tanh[x] 

artanh x 

ArcTanh[x] 



coth x 

Coth[x] 

arcoth x 

ArcCoth[x] 

ln x 

Log[x] 





lg x 

Log[10,x] 

größter Wert aller x t 

Max[x1, x2 # 

..., xn] 

lb x 

Log[2,x] 





log fe x 

Log[b,x] 

kleinster Wert aller x t 

Min[x1, x2. 

..., xn] 


13. Gegeben sind die Vektoren 


und b = 


-( 


Zu berechnen sind: a + b, a — b, a • b, <p(a, b) 9 a x b. 
MATHEMATICA ist ein sehr umfangreiches System, das auch erweiterbar ist. 


Für die meisten Probleme genügt die Standardversion. 

Für darüber hinausgehende Fälle gibt es Mathematica-Pakete, die man mit 
«Name des Pakets 


einiesen muß. 


Die Vektoralgebra, also Addition, Subtraktion, Skalarprodukt zweier Vektoren, ist 
Standard. 


Wenn wir das Vektorprodukt berechnen wollen, dann müssen wir (am besten vor 
Beginn der Rechnung!) das Vektoranalysis-Paket mit 

«Calculus'VectorAnalysis' 


laden. 


«Calculus' VectorAnalysis' 



a = {3, 5, 8}; b = {-2, 4, 5}; 



summe = a + b 

{1. 9, 

13} 

differenz = a - b 

{5, 1, 

3} 

skalarprodukt = a . b 

54 


phi = ArcCos[a . b /Sqrt[a.a] /Sqrt[b.b]]180/Pi//N 

35.5945 

Vektorprodukt = CrossProduct[a, b] //N {-7. 

, -31., 

22 .} 


a + b = 



a — b = 



~2-~b = 54 (pCa, ~b) = 35,59° 
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{a, b, c} ist eine Darstellung des Vektors ( a, b, c ) 

{{a,b,c}, {d,e,f}} ist eine Darstellung der Matrix ^ ^ ^ 

Allgemein ist {a, b, c} die Darstellung einer Liste 

Part [liste, i ] oder liste[[/]] ist das /-te Element von liste 


Zum Beispiel: y = Solve[x~2 - 5 x + 6 == 0, x] 

{{x->2}, {x->3}} Listen 

y [ [1 ] ] {x->2} ist das 1. Element der Liste y 

2 ist das 1. Element der Lösungsmenge { x t , x 2 } = {2, 3 }. 
Wir erhalten es mit: x = x /. y[[i]] 


14. Gegeben ist ein Kräftesystem durch: : (x^ | y{), | |, a x \ F 2 \ (x 2 \ y 2 ), \F 2 \, a 2 \ 

F3 ' (*3 1 yi)> I G |, a 3 . 

Von der Resultierenden E,.sind |F r |, a r , (F r ) x , (F r ) y und die Koordinaten Xq und y 0 
zu berechnen. 


Lösung: 

Es gilt: |F r | =1/(2 F x ) 2 + (L F y ) 2 , tan cp = 

(M x ) 0 = 0 => S ( Fi) y • Xi = ( F r ) y -x 0 => Xq = . . . USW. 


Wir führen diese Rechnungen vektoriell durch: 

( I F\ I \ fcosaA /sin 

| F 2 1 , co = cos or 2 , sz = sin c* 2 

|F 3 |/ \cos ccJ \ sin or 3 ) 


2 = 7- 


2 = 7- 




y = 



(* Allgemeines Kräftesystem *) 
f = {1, 2, 3}; 
alpha = {30, 60, 90}; 
x = {-3, 0, 5}; 
y = (0, 0, 0}; 


al = alpha Pi/180; 

co = Map[Cos, al] //N 

{0.866025, 0.5, 0} 

si = MapfSin, al] //N 

{0.5, 0.866025, 1.} 

fx - Table[ f[[i]] co[[i]], {i,3} ] //N 

{0.866025, 1., 0} 

fy = Table[ f[[i]] si[[i]], {1,3} ] / /l\l 

{0.5, 1.73205, 3.} 

sufx = f . co //N 

1.86603 

sufy = f . si //N 

5.23205 

r = Sqrt[sufx"2 + sufy~2] //N 

5.55485 

phi = ArcTan[sufy/sufx] 

1.22821 

phigrad = phi 180/Pi //N 

70.3711 

rx = r Cos[phi] //N 

1.86603 

ry = r Sin [phi] //l\l 

5.23205 

xO = fy.x / ry / / IM 

2.58025 

yO = fx.y / rx //N 

0 
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v - {v x - v y , v z } k v={k v x , k v y , k v z } 

1 + V = {1 + V X , 1 + Vy, 1 + V Z } 

Map[f, {a, b, c, . . .}] wendet f auf jedes Element von {a, b, c, . . . } an, er¬ 
zeugt also { f[a], f[b], f[c], ... }. 

Table[f(i), {i, n}] erzeugt den Vektor { f(1), f(2), ..., f(n) } 

fx = Table[ f[[i]] co[[i]], {i,3} ] erzeugt den Vektor 

{f-j • coscz-j, f 2 *cos^ 2 , f 3 -costZ 3 }. 

sufx = f • co berechnet das Skalarprodukt f ^ • cos tz-j + f 2 • cos a 2 + f 3 * cos ^ 3 . 


15. Die Gleichung cos (1,2 jc) = —0,524 ist zu lösen, der Graph von ^=cos (1,2 x) + 0,524 
ist zu zeichnen. 

f = Cos[1.2 x] + 0.524; 

gl = Solve[f == 0, x] {{x -> 1.76861}} 

gr = Plot[f, (x, -2, 4}] 



Periode=|^=5,2360 

1,2 

Symmetrische Funktion 
*! = -1,76861 
jc 2 = +1,76861 
x 3 = +3,46737 


16. Die Graphen von = 2 sin (x), j > 2 = sin (2 x), y 2 = y\ + y 2 sind zu zeichnen. 

Wir machen die Zeichnung durch einen Rand und durch Gitterlinien übersichtlich. 

Plot[ { 2 Sin[x], Sin[2 x], 2 Sin[x] + Sin[2 x] }, {x, 0, 4 Pi}, 
GridLines->Automatic, Frame->True ] 



0 2 4 6 8 10 12 
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17. Das Gleichungssystem x-y = 4 

x — 2y — 2 = 0 

ist zu lösen. 

Wir überlegen zunächst: Es handelt sich um den Schnitt einer gleichseitigen Hyperbel 
mit einer Geraden. 

Solve[ {x y == 4, x - 2 y - 2 == 0}, {x, y} ] 

{{x -> -2, y -> -2}, {x -> 4, y -> 1}} 

!■ = {( — 2 | — 2 ), ( 411 )} 


Wir zeichnen nun die Kurven: 

Plot[ {4/x, x/2 - 1}, {x, -5, 5}, GridLines->Automatic ] 



Die wichtigsten zweidimensionalen Grafikelemente sind: 


Point [ {x,y} ] 

Punkt (x|>0 

Line[ { {x^y-)}, {x 2 ,y 2 }, •■• } ] 

Polygonzug 

Polygon[ { {x,y}, {x,y}, ... } ] 

ausgefülltes Polygon 

Rectangle[ {x m i n ,y m i n }. { x max'Vmax} 1 

ausgefülltes Rechteck 

Circle[ {x m .y m }, r ] 

Kreis (x m \y m \\r) 

Circle [ {x m ,y m }, {a,b} ] 

Ellipse (x m \y m \\a, b ) 

Circle [ {><„,, y m }, r, {alpha-|, alpha 2 } ] 

Kreisbogen 

Circle[ {x m ,y m }, {a,b}, {alpha3,alpha 2 } ] 

Elliptischer Bogen 

Disk[ {x m ,y m }, r ] 

Kreisscheibe (x m \y m \\r ) 

Text[ "text", {x,y} ] 

Ausgabe von Text mit 
Mittelpunkt in (x|y) 
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18. Gegeben ist eine mit MATHEMATICA erstellte Zeichnung. 
Erstellen Sie das Programm. 

Im 



z = 3 + 21; a = Re[z]; b - Im[z]; 

kkz = Conjugate[z]; kka = Re[kkz]; kkb = Im[kkz]; 

punktl = {PointSize[.02],Point[{a,b}]}; 

punkt2 = {PointSizef.02],Point[{kka,kkb}]}; 

streckel = {Thickness[.01],Line[{{0,0},{a,b}}]}; 

strecke2 = Line[{{0,0},{kka,kkb}}]; 

strecke3 = {Dashing[{0.01,0.01}],Line[{{0,2},{a,b},{3,0}}]}; 
EL4,8bogen = Circle[{0,0},1.5,{0,Arg[z]}]; 
textl = Text["Arg[z]",{2,.5}]; 
text2 = Text["Abs[z]",{1.5,1.5}]; 
text3 = Text["z = 3 + 2j",{2.5,2.2}]; 
text4 = Text["z* = 3 - 2j", {2.5,-2.2}]; 
abbl = Show[Graphics[{streckel,punktl,strecke2,punkt2, 
strecke3,bogen,textl,text2,text3,text4}, 

Axes->T rue,Axes Label->{Re,Im},AspectRatio->Automatic]] 


PointSize[0.02] 

Thickness[0.01] 

Dashing[{0.01, 0.01}] 

Dashing[{0.05, 0.02, 0.01, 0.02}] 

Axes->True 

AspectRatio->Automatic 


legt die Größe eines Punkts (im Ver¬ 
hältnis zur Breite der gesamten Abbil¬ 
dung) fest. 

legt die Dicke einer Linie fest, 
ergibt eine strichlierte Linie mit der Länge 
0,01 und dem gleichen Zwischenraum, 
ergibt eine strichpunktierte Linie mit der 
Länge 0,05 usw. 

veranlaßt das Zeichnen der Achsen, 
bestimmt das Verhältnis von Höhe zu 
Breite aus den tatsächlichen Koordinaten. 




















2. Folgen und Reihen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Folge der natürlichen Zahlen und Menge der natürlichen Zahlen unterscheiden; 

■ die Begriffe Zahlenfolge, Definitionsmenge einer Zahlenfolge, endliche Zahlenfolge und unendliche 
Zahlenfolge erklären; 

■ die Begriffe streng monoton wachsende Folge, streng monoton fallende Folge, konstante Folge, alter¬ 
nierende Folge, nach oben beschränkte Folge, nach unten beschränkte Folge, obere Schranke einer 
Folge, untere Schranke einer Folge erklären; 

■ Zahlenfolgen, deren Bildungsgesetz gegeben ist, anschreiben; 

■ das Bildungsgesetz einer Zahlenfolge angeben; 

■ den Begriff endliche Reihe erklären; 

■ endliche Reihen, deren Bildungsgesetz gegeben ist, anschreiben; 

■ Reihen mit Hilfe des Summensymbols anschreiben; 

■ die Begriffe arithmetische Folge und arithmetische Reihe erklären; 

■ die Formeln zur Berechnung des k-ten Gliedes a k und der k-ten Teilsumme s k einer arithmeti¬ 
schen Reihe angeben; 

■ die Formeln a k - a x + (k — 1) d und s k — y ■ ---- k anwenden; 

■ die Begriffe geometrische Folge und geometrische Reihe erklären; 

■ die Formeln zur Berechnung des k-ten Gliedes a k und der k-ten Teilsumme s k einer geometri¬ 
schen Reihe angeben; 

■ angeben, unter welchen Bedingungen eine geometrische Folge streng monoton wachsend, streng 
monoton fallend oder alternierend ist; 

qk — \ 

m die Formeln a k — a^-a k '~ l und s k -a 1 -- 3 ^ —— anwenden; 

■ den Begriff Normzahlen erklären; 

■ die Symbole für Grundreihen der Normzahlen und abgeleitete Reihen der Normzahlen angeben; 

■ die Begriffe unendliche Folge, Konvergenz einer Folge, Divergenz einer Folge und Grenzwert einer 
Folge erklären; 

■ den Grenzwert einer Folge berechnen; 

■ die Begriffe unendliche Reihe und Summe einer unendlichen Reihe erklären; 

■ die Formel für die Summe einer unendlichen geometrischen Reihe und die Bedingung für ihre 
Gültigkeit angeben; 

■ die Summe einer unendlichen geometrischen Reihe berechnen. 


2.1 Begriff der „Folge“ 

In der Menge N* = {1, 2, 3,...} können die Elemente, entsprechend der Mengendefinition, 
beliebig vertauscht werden. Wenn man die „natürliche Anordnung“ 1, 2, 3, . .. besonders 
hervorheben will, so spricht man von der Folge der natürlichen Zahlen und schreibt 
(1, 2, 3, ...). Diese Winkelklammer bezeichnet man als Folgeklammer. 

Wir wollen in diesem Abschnitt des Buches, wenn es nicht ausdrücklich anders gesagt wird, 
unter N* immer die Folge der natürlichen Zahlen (ohne Null) verstehen. 
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Wir betrachten nun Funktionen, bei denen die Definitionsmenge D aus N* oder aus einem 
Anfangsabschnitt von N* besteht, also D = {1, 2, 3,..., n) gilt. 


BEISPIELE 


1 . 


2 . 


3. 


y = x + 2 D = { 1,2, 3, 4} 

Es ist W= { 3,4, 5,6} 

und somit /, ={(1;3), (2; 4), (3; 5), (4; 6)} 


Es ist 
und somit 


D = {1, 2,3,..., 20, 21} 

W — {2, 4, 6 ,..., 40, 42} 

fi = {(1; 2), (2; 4), (3; 6 ),..(20; 40), (21; 42)} 


y 


Es ist 
und somit 


D = N* 

1F= {1,4, 9,...} 

/, ={(!;!), (2; 4), (3; 9),...} 


Wir bezeichnen diese Funktionen als Folgen. 


Wenn man jeder Zahl k e N* oder aus einer geordneten Teilmenge der ersten n Zahlen 
von N* genau eine Zahl a k e IR zuordnet, dann spricht man von einer reellen Zahlen¬ 
folge (a u a 2 ,...), kurz ( a k ) geschrieben. 


Man nennt a^ das Anfangsglied und a k das A-te Glied der Folge ( a k ). 

Eine Folge, deren Gliederanzahl endlich ist, nennt man endliche Folge. 

Wenn die Gliederanzahl unendlich ist, so spricht man von einer unendlichen Folge. 


Darstellung einer Folge 

Durch die Angabe der Gleichung a k = /(A) ist eine Zahlenfolge festgelegt. 

Bei einer endlichen Folge muß zusätzlich n, die Anzahl der Glieder, angegeben werden. 


BEISPIELE 

L a i = Jk {«*>=? 

Die Folge lautet: (y; y; ■. 

2. a t = 5-2*-’ n = 4 <**> = ? 

Die Folge lautet: (5; 10; 20; 40) 

3. a k = k\ n = 1 ( a k ) = ? 


Die Folge lautet: (1; 2; 6; 24; 120; 720; 5040) 


Wenn man das erste Glied von ( a k ) nennt und zusätzlich angibt, wie man von einem 
Glied zum nächsten kommt, so spricht man von einer rekursiven Darstellung der 
Folge ( a k ). 


Meistens gibt man an: aü a k + 1 = g(a k ) 
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BEISPIELE 


4. 


fli = 2; + l 


Es gilt: a 2 = ~2 a \ + 1 = 4; 


5. 




a 3 = yfl 2 + 1 = 7; 


3 „ 23 

a 4 = —a 3 + 1 = -jp • • 


2; 4; 7; 


23 


= a k + 1 = a k -q; n = 4 {a k ) = c t 


Die Folge lautet: ( b ; bq\ bq 2 ; 6 g 3 ) 


AUFGABEN 

2.01 Schreiben Sie die ersten vier Glieder der Folge an: 


3 ) a k £2 


c) a k = 


2k-5 
k+ 5 


b) a k = Ä : 3 

d) a, = (-iy 


k — 2 


f) **-(-3)“* 

h) ^ = 1; fl* + 1 = a k + 4 

j) fl! = 5; fl 2 = 3; fl* + 2 = 


+ a k +1 


e) 

g) = — l; +1 = — a k 

i) a x = x\ a k + 1 = a k -x 2 

2.02 Wie lautet das Bildungsgesetz der Folge: 

a) (1; 8 ; 27; 64; ...) b) (7; 10; 13; 16; ...) 

C )(l ; + + ...) d) (-3; -1; 1; 3; ...) 

2.03 Geben Sie für die Folgen von 2.01 f) und 2.02 d) jeweils eine Rekursionsformel an. 


Einige Eigenschaften von Folgen 


Folgen sind Funktionen mit D Q N* 


Die zur Beschreibung von Funktionen eingeführten Begriffe werden daher auch zur 
Beschreibung von Folgen verwendet. 


Eine Folge ( a k ) heißt 


streng monoton wachsend 


a k < a k 4-1 

monoton wachsend 


a k ^ a k + 1 

streng monoton fallend 


a k > a k + i 

monoton fallend 

• wenn für alle k gilt: 

a k ^ a k + 1 

konstant 


a k ~ a k+l 

nach oben beschränkt 


a k < B 

nach unten beschränkt 


a k > A 

A heißt untere Schranke von ( a k ), 


B heißt obere Schranke von ( a k ). 
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BEISPIELE 

ist streng monoton wachsend, 
ist streng monoton wachsend. 

ist streng monoton fallend. 

ist streng monoton fallend. 

2 

10. Das Monotonieverhalten von a k = 1 + — ist zu untersuchen. 

Lösung: 2 

Je größer k wird, um so kleiner wird . Die Folge a k = 1 + — ist somit streng 
monoton fallend. 

11. Jede Zahl < 1 ist untere Schranke von (1; 2; 3; ...). 

12. Jede Zahl >5 ist obere Schranke von /5; ... Y 


6 . (1; 2; 3; ...) 

7. (]/T; ]/2 ; V3~; 


8 . 

9. 


1 - 1 ; 1 . ... 

’ 2 ’ 3 ’ 


i;4; 


1 


10 ’ 100 ’ 1000 


Eine Folge (a k ) heißt alternierend, wenn die Glieder abwechselnd positiv und negativ 
sind. 


BEISPIEL 

13. (3; - 6 ; 12; -24) ist eine alternierende Folge. 

(4; —5; — 6 ; 7; ...) ist keine alternierende Folge. 

2.2 Begriff der endlichen Reihe 


Unter einer endlichen Reihe versteht man die angezeigte, aber nicht ausgerechnete 
Summe der Glieder einer endlichen Folge. 


Der Folge (1; 5; 9) entspricht die Reihe 1 + 5 + 9. 

Der Folge ( — 2; 4; — 6 ) entspricht die Reihe —2 + 4 — 6 . 


Der Folge (aü a 2 \ ...; a„) entspricht die Reihe a x + a 2 + .. . + a n 


Z 


k = 1 


a k . 


Die Summe dieser Reihe bezeichnet man mit s n . 

Wenn wir die ersten k Glieder einer Folge addieren, so nennen wir diese Summe die 
Jfc-te Teilsumme (Partialsumme) der zugehörigen Reihe. 

Es ist somit s^ = a A die erste Teilsumme, 

5 2 = fli + a 2 die zweite Teilsumme, 

j 3 = fli + a 2 + a 3 die dritte Teilsumme, 

s k = fli + a 2 + a 3 + ... + a k die k -te Teilsumme. 
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AUFGABEN 

2.04 Schreiben Sie die Glieder der Reihe an und geben Sie die zweite Partialsumme an. 

3 4 5 


a) 2 kl 

k = 1 
4 

d) 2 2 k 

k = 1 


b) Z(- fc ) 3 

k = 1 

e) V- - - 

+ *(* + D 


C) 


3 1 
f) 2 


1 1 


2.05 Schreiben Sie die Reihe mit Hilfe des Summenzeichens: 
a) 2 + J + J + J b > 2 + 6 + 12 + 20 + 30 

c) 3 + 9 + 27 d) 1-10 + 100-1000 + 10000 


2.3 Endliche arithmetische Folgen und Reihen 


Ist in einer Folge die Differenz zweier Nachbarglieder immer gleich groß, so sprechen 
wir von einer arithmetischen Folge. 


Zum Beispiel: (1; 7; 13; 19), (4; -3; -10; -17) 

allgemein: (a A ; a^ + d\ a x + 2d\ a x + 2 d\ ...; fli + (n — 1 ) d) 

CL\ ü -2 CI 3 CI 4 Cl n 

Wir nennen d die Differenz dieser Folge. 

Aus fl! a 2 = fli + ^ fl 3 = Ö 2 + d = fli + 2 d fl 4 = fl 3 + d = «! + 3 d 

folgt für das A>te Glied: 
und für das n-te Glied: 

Es gilt ferner: a k _ 1 + a k+1 = a k — d + a k + d = 2 a k 

a k -1 + a k +1 
2 

Jedes innere Glied einer arithmetischen Folge ist das arithmetische 1 Mittel seiner Nach¬ 
barglieder. 


a k = «! + (k — 1) d 
a„ = fli + (n — 1) d 


Um die Summe der Zahlen 1 bis 100 zu bilden, wählte Carl Friedrich Gauß (1777—1855) als 
Neunjähriger folgenden Weg: 

5= 1+ 2+ 3 + ...+ 98+ 99 + 100 
5 = 100+ 99+ 98 + ...+ 3+ 2+ 1 

2 5 = 101 +101 +101 +... +101 +101 +101 

Der erhaltene Wert 25 = 100-101 ist das Doppelte der verlangten Summe, es gilt also: 
s=l + 2 + 3 + ... + 99 + 100 = 100 1 + 2 10 ° = 5050 

1 Darauf beruht die Namensgebung der Folge. 
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Allgemein gilt: 


+ a n n ^ / 

s„ = n - - -= — 2 + (« - 1) d 

Die Summe einer arithmetischen Reihe mit n Gliedern ist gleich dem «-fachen arithme¬ 
tischen Mittel aus dem Anfangs- und Endglied. 


BEISPIELE 


1. Von einer arithmetischen Reihe sind gegeben: a^ = 9; a 3 = 5; « = 4 

Gesucht werden d und s n . 

Lösung: 

a 3 = a-i + 2d daraus d = ^ ^ = — 2 

Unsere Folge lautet: (9; 7; 5; 3) d = — 2 s 4 = 24 


2 . 


Zwischen die Glieder der Folge (1; 10; 19; 28) sollen je zwei Glieder eingeschaltet 
werden. 

Wie heißt die neue arithmetische Folge? 


Lösung: 

d Differenz der alten Folge. d' Differenz der neuen Folge. 

r Anzahl der zwischen zwei benachbarten Gliedern eingeschalteten neuen Glieder. 


d' = 


d 

r + 1 


d' = 


9 

2 + 1 


= 3 


Die neue Folge heißt: 


(1; 4; 7; 10; 13; 16; 19; 22; 25; 28) 


Grafische Darstellung 

Eine arithmetische Folge ( a k ) ist eine lineare Funktion in k, deren Definitionsmenge ein 
Anfangsabschnitt von N* ist. 

Es gilt: a k = a x + (Je — \)d (k e N*) 

also a k = d- k + (fli — d) 



Jedem geordneten Zahlenpaar ( k ; a k ) entspricht im kartesischen Koordinatensystem ein 
isolierter Punkt. 
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Die Menge aller dieser Punkte ist der Graph der Folge (a k ). 

Alle Punkte liegen in der k, a k - Ebene auf einer Trägergeraden mit der Steigung d und dem 
Ordinatenabschnitt a^ — d. 


AUFGABEN 

2.06 Beweisen Sie: s n = n a ' + _ JLq + (« — 1 )d) 

Anleitung: s = + a 2 + ... + «„ 

s = a n + a„ + fli 

25 =. 

2.07 Berechnen Sie die fehlenden Größen: 



a 1 

d 

n 

a n 

s„ 

a) 

15 

3 

5 



b) 

31 

9 


94 


c) 

5 

2 



60 

d) 

-15 


6 

-95 


e) 

-10 


5 


110 

0 

19 



49 

102 

g) 


-81,7 

7 

-2359,058 


h) 


32,1 

3 


25,6 

i) 


81,2 


335,8 

796,8 

j) 



23 

-1666,4 

59817,6 


2.08 Eine arithmetische Reihe besitzt die Differenz d = — 3. 

a) Wie groß ist der Unterschied zwischen dem 5. und dem 8 . Glied? 

b) Wie groß ist der Unterschied zwischen dem 3. und dem 14. Glied? 

2.09 i a) a 2 + a 5 = 19 b) a 3 + a 5 = — 6 c) a A + a 3 = 10 

/ ; a 6 - a 3 = 12 <32 + ^ 4 = -4 fl5 ._ a 2 = 9 

t Gesucht: < 2 ^ 0 ? Gesucht: Gesucht: 55 

2.10 Vier ganze Zahlen bilden eine arithmetische Folge. Ihre Summe ist 38, ihr Produkt 
2856. Wie heißen die Zahlen? 


2.11 i Drei Zahlen bilden eine arithmetische Folge. Ihre Summe beträgt 51, die Summe ihrer 

Quadrate 1067. Wie lauten die Zahlen? 

2.12 Der Quotient des 26. Gliedes und des 9. Gliedes einer arithmetischen Folge hat den 
Wert 3, der Quotient des 30. und des 3. Gliedes ergibt 11 mit dem Rest 4. 

Berechnen Sie s 60 . 
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2.13 Die Seitenlängen eines rechtwinkligen Dreiecks bilden eine arithmetische Folge. 
Berechnen Sie den Umfang, wenn 

a) die kürzere Kathete 15 cm, b) die längere Kathete 20 cm, 

c) die kürzere Kathete 20 cm, d) die längere Kathete 15 cm 

beträgt. 

2.14 Ein frei fallender Körper legt in der ersten Sekunde rund 5 m und in jeder folgenden 
um 10 m mehr als in der vorhergehenden zurück, wobei der Luftwiderstand nicht 
berücksichtigt ist. 

a) Wie viele Meter legt er nach 13 Sekunden zurück? 

b) Wie viele Sekunden benötigt er für 8000 m? 

2.15 Beim Bohren eines Schachtes beträgt die erste Tagesleistung 50 m. An den folgenden 
Tagen nimmt sie jeweils um 2 m ab. 

Welche Tiefe kann bei dieser Methode erreicht werden? 

2.16 Ein trapezförmiges Dach wird mit Schindeln gedeckt. In der untersten Reihe liegen 
40 Schindeln. Jede weitere Reihe wird auf Lücke gelegt. 

Wie viele Schindeln benötigt man, wenn 16 Reihen gelegt werden? 

2.17 Eine zylindrische Rolle Dachpappe besteht aus 50 Lagen. Der Kerndurchmesser be¬ 
trägt 50 cm. Jede Lage ist um 7 mm länger als die vorangehende. Die Rolle ist 1 m 
breit. Wie viele m 2 Dachpappe enthält die Rolle? 

2.18 Es liegen 20 Rundstäbe auf einer horizontalen Ebene, gegen Wegrollen gesichert, 
parallel dicht nebeneinander. Wie viele derartige Stäbe können in 10 Lagen überein- 
andergestapelt werden, wenn die einzelnen Stäbe jeweils auf Lücke gelegt werden? 

2.19 Welche Länge / hat Rollenpapier von der Papierdicke d, wenn bei einem Hülsenradius 
r der Radius der Papierrolle R ist? 

2.20 Jemand überweist jeweils am ersten Tag eines jeden Monats, beginnend mit 1. Jänner, 
S 500,— auf ein Sparbuch (5% Zinsen). Wie groß ist der Endbetrag am 31. Dezember? 

2.21 Zwischen die Glieder der Folge (5; 9; 13; ...) sollen je drei Glieder eingeschaltet 
werden. Wie heißt die neue arithmetische Folge? 

2.22 Zwischen je zwei aufeinanderfolgende Glieder der Folge (1; 12; 23; 34; ...) sollen 
neun Glieder so eingeschaltet werden, daß eine arithmetische Folge entsteht. 
Bestimmen Sie die Differenz dieser neuen Folge. 

2.23 Zwischen die Zahlen 5 und 17 sollen 7 Zahlen so eingeschaltet werden, daß eine 
arithmetische Folge entsteht. Geben Sie diese an! 

2.24 Zwischen je zwei benachbarte Glieder der Folge (3; 7; 11; 15) sollen vier Glieder so 
eingeschaltet werden, daß eine arithmetische Folge entsteht. 

Bestimmen Sie den Funktionsterm dieser Folge. 

2.25 Zeichnen Sie die Graphen der arithmetischen Folge: 

a) a x = — 7 b) fl! = + 5 c) a x = — 6 

d = +2 d — —2 flü = + 4 

n = 5 n = 5 
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2.4 Endliche geometrische Folgen und Reihen 


Eine Folge {aü a 2 , a 3 \ ...; a n ) 

heißt dann geometrische Folge, wenn jedes Glied das gleiche Vielfache des vorher¬ 
gehenden Gliedes ist. 


Es gilt: a 2 = a 3 q 

a 3 = a 2 q = a x q 2 
a 4 =a 3 q = a 2 q 2 = a x q 3 

a k = a k _ x q = a k _ 2 q 2 = a k _ 3 q 3 = .. . = fli 0 A_ 1 4 = ~~T 

a k 


Allgemeines Glied: a k — a 3 q k ~' 1 


q heißt der Quotient der geometrischen Folge 1 . 

Zwischen den Gliedern a,. und a s einer geometrischen Folge besteht demnach die Beziehung: 

a r = a s -q r ~ s 


\a k \ — ]/a k _i • a k + i 

Der Absolutbetrag jedes inneren Gliedes einer geometrischen Folge ist jeweils das geo¬ 
metrische Mittel seiner Nachbarglieder. 

Beweis: 

Drei aufeinanderfolgende Glieder a k - l5 a k , a k + 1 einer geometrischen Folge lassen sich immer in der 
Form a k :q, a k , a k • q schreiben. Es gilt somit: 

(a k : q) • (a k ■ q) = a k 2 , also \a k \ = ]/(a k :q)-(a k -q) =j /a k _^a k + 1 

Die Summe s„= a 3 + a 2 + a 3 + ... 4- a„ kann man wie folgt berechnen: 

s n = 0i + «i 0 + 0i 0 2 +.+ a 3 q n ~ 1 | ( — ) 

s n - q= a 3 q 4- a 3 q 2 4- a 3 q 3 + ... 4- a 3 q n ~ 1 -I- a 3 q " 

s n q — S n — cl 3 q n — ct 3 
s n (q-V) = a i ( q n - 1) 


s n = fli 


1 1 -q" 

= 

q -i l-tf 


0 ^ 


0*1 


Es ist vorteilhaft, s„ = a 3 
und s n = fli 


0 "- 1 

0-1 

1 - 0 " 

1-0 


bei 0 > 1 

bei 0 < 1 zu verwenden. 


Für 0 = 1 ist der Rechtsterm dieser Formel nicht definiert; in diesem Fall ist die Folge 
konstant und es gilt: s n = n-a 3 


Wir setzen q # 0 voraus. 
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BEISPIEL 

1. Zwischen 10 und 2430 sind vier Glieder so einzuschalten, daß eine geometrische Folge 
entsteht. Wie heißt diese? 

Lösung: 

q Quotient der alten Folge. q' Quotient der neuen Folge. 

r Anzahl der zwischen zwei benachbarten Gliedern eingeschalteten neuen Glieder. 

2430 = 10# 

9=243 q' = = = ][243 =3 

Gesuchte Folge: (10; 30; 90; 270; 810; 2430) 


Grafische Darstellung 

(aü a 2 ; ...; a n ) sei eine geometrische Folge. Für jedes Glied a k gilt: 

k _ i a \ k 

a k = a x -q k = — • q k 

a \ 

a k = — • q k ist eine Exponentialfunktion in k, mit D QN*. 




Der Graph der Folge (a k ) besteht daher aus isolierten Punkten, die auf einer Trägerkurve 
a 1 

mit der Gleichung a k -- q k (k e U) liegen. 

Es gilt der für viele Anwendungen wichtige Satz: 


Wenn (x t ; x 2 ; x 3 ;... 

) eine arithmetische Folge ist, 

so ist ( a x i; a x 2 ; a x 3 ;. 

..) eine geometrische Folge. 


BEISPIEL 

2. Bei einem schwingenden Spiegelgalvanometer wurde 12,3 Sekunden nach dem ersten 
rechtsseitigen Ausschlag die vierte rechtsseitige Amplitude zu A 4 = 12,8° abgelesen; 
die sechste rechtsseitige Amplitude wurde mit A 6 = 9,8 ° festgestellt. 

Wie groß war die Anfangsamplitude A u und nach welcher Zeit ist die rechtsseitige 
Amplitude zum erstenmal geringer als 1% von Ai? 
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Lösung: 

Da bei einem gedämpften Schwingungsvorgang die aufeinanderfolgenden Amplituden 
gleicher Ausschlagsrichtung nach einer geometrischen Folge abnehmen, folgt mit 
A 4 = 12,8 0 und A 6 = 9,8 ° für das konstante Verhältnis q zweier solcher Amplituden 


A 6 :A 4 = q 2 



Damit berechnet sich die Anfangsamplitude A x aus A 4 = A x ■ q 3 zu 


A 4 12,8° 
Al ~ q 3 ~ 0,875 3 


19,1° 


A x = 19,1° 


Wird mit A„ die n -te Amplitude bezeichnet, die als erste unter 1% von A x bleibt, so gilt: 


-^- = 0,875"-’ => — 2 = (« - 1) lg 0,85 => n = 35,5 

Die 36. rechtsseitige Amplitude ist demnach als erste kleiner als 1% des Wertes der 

12,3 

Anfangsamplitude A x . Bei einer Schwingungsdauer von T = —s = 4,1 s tritt dies 
nach 35 • 4,1 s = 143,5 s ein. 

t = 143,5 s 


AUFGABEN 

2.26 Schreiben Sie die ersten fünf Glieder der geometrischen Folgen auf, wenn gegeben 
sind: 

a) a x = 3 b) ^=—10 c) ^ = 24 

o , 3 

9=2 9=3 q= ~i 

2.27 Berechnen Sie die fehlenden Größen: 



a x 

q 

n 

a„ 

s n 

a) 

3 

2 

5 



b) 

-10 

3 


-270 


c) 

24 

3 

8 



1095 

64 

d) 

7 


4 

56 

27 


e) 

7 


2 


21 

0 

1 

2 



1 

8 

3 

8 

g) 


1 

3 

4 

1 

6 
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2.28 



V 


2.30 


2.31 


2.32 


2.33 

2.34 


2.35 


2.36 

2.37 

2.38 


h) 


3 

9 


68887 

i) 


-2 


96 

66 

j) 



3 

27 

21 


Wie groß sind die Summen der geometrischen Reihen: 

a) 1 + x + x 2 4- x 3 + ... + x 9 b) x 4 + x 5 + x 6 + ... + x 9 

c) x 3 + jc 5 + x 1 + .. . + jc 15 d) 1 + b 4 + b s + b n + b u 4- b 20 

|Die Summe einer geometrischen Reihe beträgt —8525, das erste Glied lautet 25, das 
'letzte —12 800. Wie viele Glieder hat die Reihe? 

In einer geometrischen Reihe von sechs positiven rationalen Zahlen ist die Summe der 
letzten drei Zahlen 3,375mal so groß wie die Summe der ersten drei Zahlen. Das vierte 
Glied ist um 30 größer als das zweite. Berechnen Sie die Summe der Reihe. 

In einer geometrischen Reihe verhält sich die Summe der ersten drei Glieder zur 
Summe der folgenden drei Glieder wie 1:27. Das dritte Glied ist um 144 kleiner als 
das fünfte. Berechnen Sie die Summe der ersten sechs Glieder. 

In einer geometrischen Reihe verhält sich die Summe aus dem 1. und 2. Glied zur 
Summe aus dem 3. und 4. Glied wie 1:9. Das 1. Glied lautet 2. 

Berechnen Sie die 6. Partialsumme. 

In einer geometrischen Reihe mit dem Quotienten 5 beträgt das Produkt aus dem 
zweiten und vierten Glied 625. Berechnen Sie s 6 . 

Einem Kreis (r=20cm) wird ein gleichseitiges Dreieck eingeschrieben. Diesem 
Dreieck wird ein Kreis eingeschrieben usw. Das Verfahren wird abgebrochen, wenn 
der Radius 1 mm unterschreitet. Berechnen Sie 

a) die Summe der Umfänge der Kreise, 

b) die Summe der Flächeninhalte der Kreise, 

c) die Summe der Umfänge der Dreiecke, 

d) die Summe der Flächeninhalte der Dreiecke. 

Von einem Punkt S gehen 12 Halbgeraden aus, die jeweils einen Winkel von 30° mit¬ 
einander einschließen. Auf der ersten Halbgeraden liegt der Punkt P\ im Abstand von 
10 cm vom Punkt S. Von diesem Punkt P 1 aus wird die Normale auf die zweite Gerade 
gefällt, der Fußpunkt sei P 2 . Von P 2 wird die Normale auf die dritte Gerade gefällt; der 
Fußpunkt sei P 3 usw. 

Berechnen Sie die Entfernung des Punktes P 13 von 5 und die Länge des Streckenzuges 

P\ Pl Pl • • • ■ 

An eine Strecke von 1 cm Länge wird rechtwinklig eine Strecke von 2 cm Länge 
gezeichnet, an diese eine von 4 cm usw. (geometrische Folge). 

Wie lang ist der Streckenzug, wenn die Figur zwölf Ecken hat? 

Eine Spirale wird durch aneinanderschließende Halbkreise gebildet, deren Radien 
nach einer geometrischen Folge abnehmen (Quotient 2 : 3). 

Wie lang ist die Spirale, wenn der erste Halbkreis einen Radius von 10 cm hat und der 
letzte Radius gerade noch größer als 1 mm ist? 

Eine Wellenlinie wird durch aneinanderschließende Halbkreise gebildet, deren Mittel¬ 
punkte auf einer Geraden liegen und deren Radien eine geometrische Folge bilden 
(Quotient 3 : 4). 
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Wie lang ist die Wellenlinie, wenn der erste Radius 20 cm beträgt und 

a) der letzte Radius gerade noch größer als 1 cm ist, 

b) die Wellenlinie aus acht vollständigen Wellen (Wellenberg und -tal) besteht? 

2.39 Ein Quadrat ($=50 cm) wird durch eine Diagonale in zwei Dreiecke zerlegt. Jedem 
dieser Dreiecke wird das größte Quadrat eingeschrieben, dessen Seiten zu den Seiten 
des ersten Quadrates parallel sind. Diese Quadrate werden durch Diagonalen wieder 
in zwei Dreiecke zerlegt usw. Der gesamte Zyklus (Zerlegen und Einschreiben) wird 
insgesamt lOmal durchgeführt. 

Berechnen Sie 

a) die Summe der Flächeninhalte aller Quadrate, 

b) die Summe der Längen aller Diagonalen. 

(Anmerkung: Die Aufgabe soll von Leonardo da Vinci, 1452—1519, stammen.) 

2.40 Bei verschiedenen Gebäuden des Mittelalters und des Beginns der Neuzeit bilden die 
Stockwerkshöhen eine geometrische Folge. 

Wie hoch ist ein vierstöckiger Palast mit einer Erdgeschoßhöhe von 6,00 m, wenn als 
Quotient der Folge 5/6 gewählt wurde? 

2.41 Gewisse Urtiere zerfallen bei der Fortpflanzung in Sporen. Die Sporenbildung findet 
alle zwei Tage statt. 

Wie viele Abkömmlinge gibt es von einem Urtier nach 14 Tagen, wenn jedesmal acht 
Sporen gebildet werden? 

2.42 Eine kugelförmige Kokke (d= 1,2 pm) verdoppelt sich durch Teilung alle 20 Minuten. 
Wie viele Kokken gibt es nach 24 Stunden (maximal 1 )? 

Welche Masse hätte diese Kokkenkolonie, wenn die Dichte 0,9 g/cm 3 beträgt? 

2.43 Frau Müller erzählt ihren zwei Nachbarinnen eine „geheime“ Neuigkeit, die von 
beiden in der nächsten Stunde je zwei anderen Bekannten mitgeteilt wird usw. 

Wie viele Personen wissen nach 16 Stunden von dem „Geheimnis”? 

2.44 Zwischen je zwei Glieder einer geometrischen Folge (3; 6; 12;...) sind noch drei 
Glieder einzuschalten, so daß wieder eine geometrische Folge entsteht. 

Wie heißt die neue Folge? 

2.45 Bei einer gedämpften Pendelschwingung ist jede nachfolgende positive Amplitude um 
33% kleiner als die vorhergehende. 

t' Wie groß ist die sechste positive Amplitude A 6 , wenn die Anfangsamplitude A x = 28 ° 
beträgt? 

Bei der wievielten positiven Amplitude ist der Ausschlag zum erstenmal geringer als 
0,5 % der Anfangsamplitude? 

p 

2.46 Bei einer Luftverdünnungspumpe gilt p = P q n mit q = ——, wobei p der 

o + R 

Druck im Rezipienten nach dem «-ten Hub, P der äußere Luftdruck, R das Rezipien¬ 
tenvolumen samt Kanalvolumen und S das Stiefelvolumen bedeuten. 

Nach wieviel Kolbenzügen ist der Druck unter -j— des Anfangsdrucks gesunken, 
wenn R= 8,4 dm 3 und S= 1,2 dm 3 sind? 

2.47 Ein Lichtstrahl verliert beim Durchgang durch eine planparallele Glasplatte ^ seiner 
Intensität. 

Wie groß ist die Restlichtstärke nach Durchgang durch sechs gleich beschaffene 
Platten? 


Welche Bedingungen müssen dafür herrschen? Was verhindert dieses maximale Wachstum? 
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2.5 Normzahlen (ÖNORM A 2750) 

Ein wichtiges Problem für die rationelle Herstellung von Bauteilen ist eine einheitliche 
Stufung von Abmessungen, Drehzahlen, Fördermengen, ... 


BEISPIEL 

Es sollen sechs Rohre mit den Durchmessern von ^ = 50 mm bis öf 6 = 500mm hergestellt 
werden. Wie sind d 2 , d 3 , d 4 , d 5 zu wählen? 

Wir untersuchen nun an diesem Beispiel, wie sich eine Stufung nach einer arithmetischen 
Folge und eine Stufung nach einer geometrischen Folge auswirkt. 


Arithmetische Stufung 

de 

= d x + 5 x => 

o 

II 

X 

wo 


c = 90 mm 

Rohrdurchmesser (in mm): 

50 

140 230 320 

410 

500 

Zuwachs (in %): 


180 64 

39 28 


22 

Geometrische Stufung 

de 

= d x • q 5 => 

II 

S3" 1 

■ y^ö 

» 1,6 

Rohrdurchmesser (in mm): 

50 

80 125 

200 315 

500 

Zuwachs (in %): 


60 56 

60 58 

59 



Der Vorteil der geometrischen 
Stufung ist augenscheinlich. 



Als Normzahlen werden Näherungswerte der Glieder von geometrischen Folgen mit 
dem Anfangsglied a 3 = 1 und dem Endglied a t = 10 verwendet. 


Bei 5 Abstufungen werden zwischen 1 und 10 vier Werte eingeschaltet 1 . 


Aus 10 = 1 • f 5 5 folgt: f s = f'iÖ ~ 1,6 

Die Folge lautet somit: 

1 f 5 f 5 2 f 5 3 f 5 4 10 

bzw. 1,00 1,60 2,50 4,00 6,30 10,00 

und wird Grundreihe R 5 genannt 2 . 


1 Der Quotient q wird hier Stufensprung genannt und mit f bezeichnet. 

2 Der Ausdruck Reihe wurde früher in der Technik auch für Folge verwendet. 

R ist die Abkürzung für Renard-Zahlen. 
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Außer R 5 gibt es noch die Grundreihen: 

i°,— 

R 10 f 10 = flö « 1,25 
20,— 

R 20 f 20 = 1/10 « 1,12 
40 ,— 

R 40 f 40 = |/10 « 1,06 

Aus der Definition der Normzahlen folgt: 

1. Alle Zahlen der Form NZ -10" (n e Z) sind wieder Normzahlen. 


Zum Beispiel: 1 

1,60 

2,50 

4,00 

6,30 

10,00 

10 

16 

25 

40 

63 

100 

100 

160 

250 

400 

630 

1000 


2. Produkte und Quotienten von Normzahlen sind wieder Normzahlen. 

Dies folgt aus: NZ! = f" 1 NZ, • NZ 2 = f" + w 

NZ 2 = f"’J NZ 1 :NZ 2 = f"-"' 

und ist bei der Berechnung von Flächeninhalten, Momenten, Widerstandsmomenten, 
Flächenmomenten,. . . wichtig. 

3. Der doppelte und der halbe Wert einer Normzahl ist wieder eine Normzahl. 

1 ° ( 3.— 

Dies folgt aus: yiO « 1,25 « ]/2 , also 1,25 3 « 2 
und ist bei der Berechnung von Getrieben wichtig. 

4. Normzahlen sind Glieder einer geometrischen Folge. 

Die Logarithmen von Normzahlen bilden daher eine arithmetische Folge. Daraus folgt: 

Wenn man die Marken einer linearen Skala mit aufeinanderfolgenden Normzahlen 
beschriftet, so erhält man eine Logarithmusleiter. 

Außer den Grundreihen gibt es auch abgeleitete Reihen, z. B.: 

R 5/2, R10/3, R 40/3. ..2 

Die abgeleitete Reihe R 20/3 enthält jedes 3. Glied von R 20. 

20 - 

Es ist dann f 20/3 = (f 20 ) 3 = |/l0 3 « 1,4; der Wertzuwachs somit 40%. 

Beachten Sie: 


Seitenlänge der Papierformate 
(nach ÖNORM A 1001) 

210 

297 420 594 

841 

1189 

Normzahlen R 40/6 
mit oberer Grenze 1189 

212 

300 425 600 

850 

1180 


Im Maschinenbau verwendet man hauptsächlich R 20. 

Bei R40 gibt es keine Zahl, die mehr als 3% von der nächstliegenden NZ abweicht! 

Die NZ sind in allen technischen Handbüchern angeführt. 

NZ-Papiere und NZ-Lineale werden in technischen Fachgegenständen als wichtige Hilfs¬ 
mittel verwendet. 


1 R 5/2 wird gesprochen: R 5 Strich 2. 
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2.6 Begriff der unendlichen Folge 




Jede Funktion /= {(1,/(1)); (2,/(2)); . 


•+ 

für die man auch /=(/( 1) ; /(2) ; . 

• •;/(«); • 

• •> 

oder auch kurz { a x ; a 2 ; . 

..; ; 

..) schreibt. 

heißt unendliche Folge. 




^ In einer Menge kommt es nicht auf die Anordnung der Elemente an. In einer Folge hingegen 
ist jedem Element eindeutig eine Platznummer zugeordnet. 

Ein und dasselbe Ding kann einer Menge nur einmal als Element angehören. In einer Folge 
können endlich viele oder auch unendlich viele Glieder übereinstimmen, z. B.: (3; 3; 3; 3). 


Es sind verschiedene Darstellungen einer Folge möglich: 

1. Beschreibung durch Worte. 

2. Angabe der Funktionsgleichung: a„ = f(n) 


•7 R • 


1 


A.l. 

1 

,1. \ 


Z. D.. 

n 


V’ 2’ 

3 ; 

/ 




1 


L l 

1 _ 

i \ 




- 2» 


(!; y ; 

4 ’ ‘ ‘ 

1 2"* ’ ’ / 




= «! + (/!- 

l)rf 

(«i; 

+ d ; a.\ 

+ 2öf; ...; 

a x + (n 


a n 

= aq”~ 1 


( a ; fl? 

; a? 2 ; • 

. .; a? M_1 ; 

...) 

Rekursive Darstellung: 

= g(a„-i) 




z. B.: 

a x 

= 2; a M + 1 

= 2 ü 

r„ + 1; 


(2; 4; 7;.. 

•) 


a x 

= «; fl/, + 1 

= 

+ </ {d* 0) 


(a; fl + d; 

a 2 d 


a x 


a„ +1 

= a n -q 


(a; aq\ aq 

2 ; • • •) 


■1 )d; ...) 


Man kann eine Folge geometrisch durch ein Pfeildiagramm oder in einem kartesischen 
Koordinatensystem oder die Glieder der Folge als Punkte der Zahlengeraden dar¬ 
stellen. 


AUFGABEN 


2.48 Stellen Sie die Folge durch Aufzählung der ersten vier Glieder dar: 


a) a n = /r 
d) a n = (- l) 2 "- 
x 2n + 1 

g) a " = J^2 

4 n 2 — 3 

J) a n = 


b) a„ = n 3 
e) a n = n 2 + 2 n — 4 
2/1 + 7 


2 n 


h) a„ « 
k) a n ■■ 


3/7 + 2 
2 n 

4 n 2 - 3 


c) a x = -1; a„ + 1 = -a„ 

n n + 1 
f) a n = 

i) a n = 

1 ) a n = 


n 

1 


2/1 + 5 

n 2 — 11 n + 30 


-7/1 + 12 
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2.7 Monotone und beschränkte Folgen 

Es wurde bereits definiert: 


Eine Folge (a n ) heißt 


streng monoton wachsend 


a n <a n + 1 

monoton wachsend 


a„ < a n +! 

streng monoton fallend 


a„ > a„ + 1 

monoton fallend 

• wenn für alle n gilt: 

a n > a n + 1 

konstant 


a n = a n +1 

nach oben beschränkt 


a„ < B 

nach unten beschränkt 


* a n > A 

A heißt untere Schranke von ( a „), 


B heißt obere Schranke von ( a n ). 



BEISPIELE 

1. Die Folge ( 2 n ) ist streng monoton wachsend, aber nicht beschränkt. 

2. Die Folge (2 n + (— 1)") ist monoton wachsend, aber nicht streng monoton wachsend. 

3. Die geometrische Folge ist streng monoton fallend und nach unten beschränkt. 

4. Die Folge ^sin n -y ^ ist beschränkt. 

+1 ist die kleinste obere Schranke. 

— 1 ist die größte untere Schranke. 

2.8 Grenzwerte von Zahlenfolgen 

EINFÜHRENDE BEISPIELE 

I. Die Glieder der Folge y; y; • •. y; .. 

streben mit wachsendem n gegen einen bestimmten Wert, nämlich gegen 0. 

Man sagt: „Die Folge ^1; y; y; .. konvergiert gegen 0.“ 

/II \ 

oder „Die Folge ( 1; y; y; .. .y hat den Grenzwert 0.“ 


Folgen mit dem Grenzwert 0 heißen Nullfolgen. 


2. Die Glieder der Folge (1; 2; 3werden unbegrenzt groß. 

Man sagt: 

„Die Folge (1; 2; 3ist divergent.“ 
oder 

„Die Folge (1; 2; 3.) besitzt keinen Grenzwert.“ 
oder schärfer 

„Die Folge (1; 2; 3;..) besitzt den uneigentlichen Grenzwert oo.“ 
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3. Die Glieder der Folge ( — 1; +1; —1; +1;...) sind abwechselnd —1 und +1; sie 
streben gegen keinen bestimmten Wert. 

Man sagt auch in diesem Fall: 

„Die Folge (— 1; +1; — 1;...) ist divergent.“ 
oder 

„Die Folge ( — 1; +1; —1;...) besitzt keinen Grenzwert.“ 

Um mit den Begriffen „Konvergenz“ und „Divergenz“ arbeiten zu können, müssen wir sie 
genau festlegen. 


Eine Folge (; a 2 \ a 3 ; ... ) heißt konvergent gegen den Grenzwert a, wenn gilt: 

Zu jedem £>0 gibt es eine (von e abhängige) Nummer N, so daß für alle n> N 
gilt: | a„ - a \ <e 

Man schreibt: a = lim a„ .. - 1 

und liest: a ist Grenzwert der Folge (a n ) für n gegen Unendlich. 

Jede Folge, die nicht konvergiert, heißt divergent. 


BEISPIELE 

4. Es ist zu zeigen, daß die Folge ^1; y; y; .. gegen den Grenzwert 0 konvergiert. 
Lösung: 

Wir wählen zunächst e= —. 

10 

Wir müssen untersuchen, ob es eine Zahl N gibt, für die gilt: 

| 1|1 

— — 0 < — für alle n> N. 

\ n | 10 

Durch Äquivalenzumformungen erhält man: y < yj- n > 10 

Alle Glieder y mit n > 10, also yy yy ..., liegen in der Umgebung ülo; 


Wir wählen £= 10~ 6 . 

Wir suchen eine Zahl N, so daß für alle n > N gilt: — — 0 < 10 - 6 

I n 

1 

Leicht ist zu erkennen, daß N = 10 6 diese Bedingung erfüllt. Alle Glieder — mit 
" > 106 ’ also 1000001 ’ 1000002 ’ • • •’ liegen in der Umgebung U(0; 10 ' 6) • 

Wir zeigen nun, daß es zu jedem £>0 eine Zahl N gibt, von der an alle Glieder im 
Intervall ] — e, e[ liegen. 

111 1 1 1 

Aus — — 0 < e folgt — < e und damit: n > —, also N > — 

In n £ £ 


limes (lat.) = Grenze 
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Zusammenfassung: 


Für jede Zahl e >0 gibt es eine Zahl N, nämlich N = 


Beziehung — — 0 < e gilt. 

Die Zahl 0 ist somit Grenzwert der Folge 


Wir dürfen schreiben: lim — = 0 

„-oo n 


, so daß für alle n > N die 


5. Es ist zu überprüfen, ob die Zahl 1 Grenzwert der Folge 


An 


3 n - 


ist. 


Lösung: 


An 


Wenn 1 Grenzwert von ( ——w wäre, so müßte für jedes £>0 eine Zahl N 


An 


existieren, so daß —-— — 1 < e für alle n > N gilt. 

| 3 n — 2 | 

Wir wählen e = In diesem Fall erhalten wir: 


4 n 




n + 2 1 

3n — 2 < 10 


—- 7/i <-22 


| 3 n — 2 

Es gibt keine natürliche Zahl n, für die 7 n < —22 gilt. 


Daraus folgt: 


1 ist nicht Grenzwert der Folge 


An 


3/1-2 


als 10 


1-3 ? 


AUFGABEN 

2.49 Ab 

2.50 Ab welchem Index sind die Glieder der Folge kleiner 

2.51 Überprüfen Sie mit Hilfe des Taschenrechners experimentell: 

a) 1 ist der Grenzwert von (— —r) mit n -► oo. 

\/i + 1/ 


welchem Index sind die Glieder der Folge kleiner 

kleiner als 
7/i/ 15 


a) 1 ist der Grenzwert \ . 

\nti 

b) ^~2 n + 1 ^ konvergiert gegen | für n -*■ oo. 

c) | ist der Grenzwert der Folge ^ n ^ ^ n 

1 ist der Grenzwert der Folge (—,— ^ n ^ \ mit n 

0 ist der Grenzwert der Folge n 


d) 

e) 0 ist der C 


oo. 


oo. 


1 Beachten Sie: steht hier für die nächstkleinere ganze Zahl von - 
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2.9 Unendliche Reihen 
Begriff der unendlichen Reihe 


Analog zu Abschnitt 2.2 definieren wir: 




Die angezeigte, aber nicht ausgerechnete Summe der Glieder einer unendlichen 
Zahlenfolge (a t ; a 2 \ ...; a„ ; also 

a \ + a 2 + a 3 + • • • + fl// + • • • , 

auch 2 a n geschrieben, heißt unendliche Reihe. 

n = 1 


BEISPIELE 


1. 1+2+3+4+ ... + «+... 

ist eine unendliche arithmetische Reihe mit a^ = 1 und d = 1. 


2 . 


l+ H + i + --- 


ist eine unendliche geometrische Reihe mit a^ = 1 und <7 


2 * 


Summe einer unendlichen Reihe 


Unendlich viele Zahlen kann man nicht gliedweise addieren. 

Wenn wir von der „Summe einer unendlichen Reihe“ sprechen, müssen wir daher den 
Begriff „Summe“ anders als bisher definieren. 

Wir können vorerst nur die Teilsummen (Partialsummen) s u s 2 , s 3 , s 4 ,..., j 10 ,..., ^ioo, • • *, 
5 1000 , • • • bilden. 


(1; 2; 3; 4; ...; n; ...) 

/1 1 

1 

• 1 • \ 

(+ + 

8 ’ ’ 

2" ’ “7 

5i = 1 

1 

51 = y 


1. Teilsumme 

5 2 = 1 + 2 = 3 

3 

52 " 4 


2. Teilsumme 

53 = 1 + 2 + 3 = 6 

7 

53 = T 


3. Teilsumme 

54 =1 + 2 + 3+ 4 = 10 

15 

54 " 16 


4. Teilsumme 

s n = s„ _! + n 

s n = 1 — 

1 

2" 

«-te Teilsumme 
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s k 

1,0 


o 


9 


0,5 9 


0 1 2 3 4 k 


Wir betrachten die Teilsummen als Glieder 
einer Folge. Diese wachsen über alle 
Grenzen, wenn nur n genügend groß wird. 


Wir betrachten die Teilsummen als Glieder 
einer Folge. Diese nähern sich mit wach¬ 
sendem n immer mehr dem Wert 1. 


lim s„ = oo 


Man schreibt: 

lim s„ = 1 


und liest: 

Der Limes von s„ ist Unendlich, wenn n Der Limes von s n ist gleich eins, wenn n 
gegen Unendlich strebt. gegen Unendlich strebt. 


s = lim s n 

Unter der Summe s einer unendlichen Reihe versteht man den Grenzwert der 
Teilsummenfolge (s„). 

Unendliche Reihen, für die lim s tl einen endlichen Wert ergibt, heißen konvergente 
Reihen, alle anderen unendlichen Reihen heißen divergente Reihen. 


BEISPIELE 

1. Die unendliche Reihe 1 + 2 + 3 + ... + « + ... ist divergent. 

Beweis: 

*i = l 

* 2 = 1 T 2 = 3 
53 = 1 + 2 + 3 = 6 

5„ = l + 2 + ... + n — l + « = — n 

Die Folge der Partialsummen lautet ^1; 3; 6; ...; ^ ^ n -n; .. .^ 

Diese monoton wachsende Folge ist nicht beschränkt. 

Somit ist die Reihe 1 + 2 + 3 + ... divergent. 
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2 . 


Die unendliche Reihe 1 



Beweis: 


5! = 1 

s 2 = l+y = 

53 = 1 + y + 


3_ 

2 

J_ 

4 


1_ 

4 





.. + 



Es gilt: 



Wirerhalten: s= lim 2 1 



ist konvergent und hat die Summe 2. 

geometrische Reihe Oj = l, < 7 =^ 

5 ist definiert als lim 

ji=_2 


Wir beschäftigen uns mit unendlichen Reihen ausführlicher im Abschnitt 28. 

Hier beschränken wir uns auf die Behandlung der unendlichen geometrischen Reihe. 
Für die unendliche geometrische Reihe 

a + aq + aq 2 + . .. + 0 < 7 " “ 1 + . .. 


gilt: 


Si = a 
s 2 = a + aq 

s„ = a + aq + ... + aq n ~ 1 



< 7*1 


a aq" 

1 -q 1-0 


0 + 1 


Nun untersuchen wir die drei Fälle: a)<7>l b) <7= — 1 c)|< 7|<1 

Zu a) q> 1 Wenn n gegen Unendlich strebt, wir schreiben 00 , dann strebt auch q" 
und damit \ ^ zw ‘ s " g e £ en Unendlich. Es gilt: lim s n = 00 

Zu b) <7= — 1 Die Teilsummen sind abwechselnd a und 0. Es gibt keinen Grenzwert. 

S\ = a s 2 — a — a = 0 s 3 = s 2 + a = a ... 

Zuc)|< 7|<1 Es gilt lim q" = 0 (z. B. <7 = 0,1; <7 2 = 0,01; q 3 = 0,001; q w = 0,1 10 ; ...; 

lim 0,1" = lim 10 “ " = 0), 


daher ist s = lim s n = lim 



a 

1 ~q' 


Zeigen Sie: 

Auch für q = +1 und für q < — 1 sind die zugehörigen unendlichen geometrischen Reihen 
divergent! 




















50 


2. Folgen und Reihen 


Eine unendliche geometrische Reihe 

a + aq+aq 2 + ... + aq" + ... 
ist genau dann konvergent, wenn \q\< \ gilt. 

Ihre Summe s, der Grenzwert ihrer Teilsummenfolge { s n ), ist dann: 

a 


s = 


1 


q 


Geometrische Veranschaulichung der Summenformel: 

Wir tragen die Glieder a u a 2 , a 3 , ... als 
Strecken auf einer Zahlengeraden in der 
dargestellten Weise auf und erkennen: 

S-[A\ S 2 A 2 SA 

~ ‘" = ~W 


tan a = - 


OS ! 

also: tan a = q = 


OS 2 
s — 


Daraus folgt: sq = s — 
a x 


und 


1 - q 


mit |^| < 1. 


A (B) 



BEISPIELE 



In den folgenden Beispielen wird gezeigt, wie man unendliche periodische Dezimalbrüche 
als endliche Brüche schreibt. 


5. 


6. 


Der unendliche Dezimalbruch 0,3 = 0,3 + 0,03 + 0,003 +... ist eine unendliche geometri¬ 
sche Reihe mit a x = 0,3; q = 0,1 und damit 


0,3 0,3 1 

s ~ 1 - 0,1 - 0,9 “ 3 


Probe! 


0,35 = 0,35 + 0,0035 + 0,000035 +... 

0 35 35 

öi = 0,35 q = 0,01 * = = 


Probe! 
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Ein rein periodischer Dezimalbruch ist gleich einem Bruch, dessen Zähler die Periode ist 
und dessen Nenner so viele Neuner enthält, wie die Periode Ziffern besitzt. 


8 . 


9. 


Der gemischt periodische Dezimalbruch 0,84 setzt sich aus 0,8 und der unend¬ 
lichen geometrischen Reihe 0,04 + 0,004 + 0,0004 + ... zusammen, deren Summe 
0,04 0,04 4 L 

T^ÖJ = "Ö+ = 90 betragt - 

76 38 DU, 

Probe! 


8 4 

Daher gilt 0,84 = -777 + 


10 

23 5 

0,235 = "Töö + iooo 

0,235 = "iö + 1000 4 


90 

5 


10000 

35 

100000 


90 

+ . . 


45 


+ ... = 


23 

100 

2 

10 4 


1 


1000 9/10 
35 1 


Allgemein: 


in: w + [w^ 


1000 99/100 

^• 10 * + p) - 


207 + 5 
900 

198 + 35 
990 


212 

900 


233 

990 


\ _ fr-io* 
7 w-( 


10 . 


i0' +2 * ■ • • 7 io* , (io* -1) 

Formulieren Sie: Ein gemischt periodischer Dezimalbruch ist gleich einem Bruch,.. . 

Wir schreiben einem Quadrat (a= 1) ein Quadrat 
so ein, daß seine Eckpunkte die Seitenmitten des 
gegebenen Quadrats sind. 

Wir setzen dieses Verfahren beliebig lange fort. 

a) Wie groß ist die Summe der Flächeninhalte 
aller Quadrate? 

b) Wie groß ist die Summe aller Umfänge? 

Lösung: 


a) A x = 1 
1 


A? — 


At. — 


+r 


$1 = 1 

*2 = 1 + \ 

„ 1 1 

s 3 = 1 + y + j 

. 1 l 

S„ = 1+J + J+. 



(IV - 1 

\ 2 / J * fr 4 4 


1 




= 2 


Die Summe der Flächeninhalte aller Quadrate beträgt 2 (Flächeneinheiten), 
b) «! = 4 = 4 


, 1 
W 3 = 4 • y 


S2 ' 4 + 4 > 

S 3 = 4 + 4 'VT +4 'i 
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s = 


„ „ 1 

s„ = 4 + 4 • -y=- + 4 • 

■ p 

Die Summe der Umfänge aller Quadrate beträgt 13,66 (Längeneinheiten). 



AUFGABEN 

2.52 Berechnen Sie die Summe der unendlichen geometrischen Reihe. 


a) a x = 5 


q =- 


b) a x = 2 
2 

* = T 


c) fli = 7 


d) fl t = 6 


2.53 Berechnen Sie die Summen der folgenden unendlichen geometrischen Reihen und 
geben Sie gegebenenfalls an, für welche Werte der Variablen die Reihe konvergiert. 


3 9 

a) 1 + J+25+... 

C) a -f + f--" 

e) 1 — a 2 + a 4 - ... 


g) fl + — + ... 
i) 1 — cos a + cos 2 a — .. 
k) lgx + lg]/x + lg]/x + . 

m) fl = 20; q= 


^ , 2 4 

b) 1_ T + 25 

fl 2 fl 3 
d) fl 3 + 9 

f) 1 + 3x + 9x 2 + ... 
h) 1 + sin a 4- sin 2 a + ... 
j) 1 + tan a + tan 2 cc + ... 
1 ) a = 5 ; q- j 

n) fl = 4; q = -y 


2.54 Eine Strecke AB = a wird um die Hälfte verlängert, die Verlängerung wieder um die 
Hälfte usw. 

Geben Sie die Gesamtlänge an! 

2.55 Einem gleichseitigen Dreieck mit der Seitenlänge a ist ein Kreis eingeschrieben, 
diesem ein gleichseitiges Dreieck usw. 

Wie groß ist die Summe der Durchmesser (Flächeninhalte) aller Kreise? 

Wie groß ist die Summe der Umfänge (Flächeninhalte) aller Dreiecke? 

2.56 Auf einem Schenkel eines spitzen Winkels wird die Strecke s aufgetragen und auf den 
anderen Schenkel projiziert. Die so erhaltene Projektion wird wieder auf den ersten 
Schenkel projiziert usw. 

Berechnen Sie die Länge der zickzackförmigen Linie! 

2.57 Einem Quadrat von der Seitenlänge a wird ein Kreis eingeschrieben. In den vier 
Ecken werden wieder Kreise eingeschrieben usw. 1 . 

Wie verhält sich die Summe aller Kreisflächeninhalte zum Inhalt des Quadrats? 


Jeder dieser Kreise hat seinen Mittelpunkt auf einer Diagonale des Quadrats und berührt zwei Qua¬ 
dratseiten und den vorhergehenden Kreis. 
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2.58 Die Seiten eines Quadrats werden im gleichen Sinn fortschreitend im Verhältnis 4:3 
bzw. n : 1 geteilt. Durch die Teilungspunkte ist ein neues Quadrat bestimmt. Das Ver¬ 
fahren wird wiederholt usw. 

Wie groß ist die Summe der Umfänge (Flächeninhalte) aller Quadrate? 

2.59 Ein Quadrat (s = 50cm) wird durch eine Diagonale in zwei Dreiecke zerlegt. Jedem 
dieser Dreiecke wird das größte Quadrat eingeschrieben, dessen Seiten zu den Seiten 
des ersten Quadrates parallel sind. Diese Quadrate werden durch Diagonalen wieder 
in zwei Dreiecke zerlegt usw. Der Zyklus wird beliebig oft fortgesetzt. 

Berechnen Sie: 

a) die Summe der Flächeninhalte aller Quadrate, 

b) die Summe der Längen aller Diagonalen. 

2.60 Eine Spirale wird durch aneinanderschließende Halbkreise gebildet, deren Radien 
nach einer geometrischen Folge abnehmen ^Quotient yj. 

Wie lang ist die Spirale bei beliebiger Verlängerung, wenn der erste Halbkreis einen 
Radius von 10 cm hat? 

2.61 Eine Wellenlinie wird durch aneinanderschließende Halbkreise gebildet, deren Mittel¬ 
punkte auf einer Geraden liegen und deren Radien eine geometrische Folge bilden 



Wie lang ist die Wellenlinie bei beliebig langer Fortsetzung? 

2.62 Über einer Strecke (20 cm) wird ein Halbkreis errichtet. An einem Ende des Halb¬ 
kreises wird (nach der anderen Seite) ein kleinerer Halbkreis angeschlossen usw., 
so daß insgesamt eine Spirale entsteht. Jeder Radius ist um 40 % kleiner als der vor¬ 
hergehende. 

Berechnen Sie die Gesamtlänge der Spirale. 

2.63 Zwei Geraden schließen einen Winkel von 60° ein. Ein Punkt A auf der einen Ge¬ 
raden ist vom Schnittpunkt 12 cm entfernt. Das Lot von A auf die andere Gerade trifft 
diese in A : , das Lot von Aj auf die erste Gerade trifft diese in A 2 usw. 

Berechnen Sie die Länge des Streckenzuges AA t A 2 ... 

2.64 In einem regelmäßigen Zwölfeck (Radius des Umkreises 10 cm) werden die Diago¬ 
nalen gezeichnet. Ein Punkt bewegt sich auf kürzestem Wege von einem Eckpunkt zur 
nächsten Diagonale und von dort wieder zur nächsten Diagonale usw. 

Wie lang ist dieser Weg bis zum Mittelpunkt des Zwölfecks? 

2.65 Einem Quadrat (Seitenlänge 8 cm) wird ein Kreis eingeschrieben, diesem wieder ein 
Quadrat usw. Berechnen Sie 

a) die Summe aller Quadratflächen, 

b) die Summe aller Kreisflächen, 

c) die Summe aller Quadratumfänge, 

d) die Summe aller Kreisumfänge. 

2.66 Einem Kreis (Radius 6 cm) wird ein gleichseitiges Dreieck eingeschrieben, diesem 
wieder ein Kreis usw. Berechnen Sie 

a) die Summe aller Kreisflächen, 

b) die Summe aller Dreiecksflächen, 

c) die Summe aller Kreisumfänge, 

d) die Summe aller Dreiecksumfänge. 
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2.67 Einem Halbkreis (Radius 10 cm) wird ein Rechteck (Verhältnis der Seitenlängen 1:2) 
so eingeschrieben, daß die längere Seite auf dem Begrenzungsdurchmesser liegt. 
Diesem Rechteck wird wieder ein Halbkreis eingeschrieben usw. 

Berechnen Sie 

a) die Summe aller Rechtecksflächen, 

b) die Summe aller Halbkreisflächen, 

c) die Summe aller Rechtecksumfänge, 

d) die Summe aller Halbkreisbögen. 

2.68 Einem rechtwinklig-gleichschenkligen Dreieck (Kathete 10 cm) wird ein Kreis einge¬ 
schrieben, diesem wieder ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck usw. 

Berechnen Sie 

a) die Summe aller Kreisumfänge, 

b) die Summe aller Kreisflächen, 

c) die Summe aller Dreiecksflächen. 

2.69 Einer regelmäßigen quadratischen Pyramide ( a = 10 cm, h= 20 cm) werden aufeinan¬ 
derliegende Würfel so eingeschrieben, daß die jeweils oberen Eckpunkte auf den Sei¬ 
tenkanten der Pyramide liegen. 

Berechnen Sie die Summe der Rauminhalte aller Würfel. 

2.70 Einem Drehkegel (h= 20 cm, Öffnungswinkel 90°) werden berührend aufeinanderge- 
schichtete Kugeln eingeschrieben. 

Berechnen Sie 

a) die Summe der Oberflächen aller Kugeln, 

b) die Summe der Rauminhalte aller Kugeln. 

2.71 Ein Gummiball fällt aus 2 m Höhe, steigt 1,60 m wieder auf, beim nächsten Mal 1,28 m 
usw. 

Berechnen Sie die Gesamtlänge des Weges, den der Ball zurücklegt. 



3. Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ den Begriff Grenzwert einer Funktion an einer bestimmten Stelle erklären; 

■ den Grenzwert einer Funktion an einer bestimmten Stelle berechnen; 

■ die Begriffe linksseitiger (bzw. rechtsseitiger) Grenzwert einer Funktion an einer bestimmten Stelle 
anhand einer Skizze erklären; 

■ linksseitige bzw. rechtsseitige Grenzwerte von Funktionen an einer bestimmten Stelle berechnen; 

■ die Begriffe Stetigkeit einer Funktion an einer bestimmten Stelle und Unstetigkeit einer Funktion an 
einer bestimmten Stelle erklären; 

■ Stetigkeits- und Unstetigkeitsstellen einer Funktion identifizieren; 

■ die Begriffe stetige Funktion und abschnittsweise stetige Funktion erklären; 

■ stetige und abschnittsweise stetige Funktionen identifizieren. 


3.1 Grenzwert einer Funktion für x-+x 0 


EINFÜHRENDE BEISPIELE 


1. Wir gehen aus von der Funktion y = x 2 . 

Es sei x 0 = 0,8. 

Wir betrachten Folgen ( x n ), die dem Grenzwert x 0 zustreben, und die zugehörigen 
Folgen (/(*„)). 


Xj : 

0,7 

0,75 

0,79 

0,799 

Xi ->-0,80 

/(*): 

0,49 

0,5625 

0,6241 

0,63840 

/(x,)-0,64 

Xj : 

0,785 

0,795 

0,798 

0,7999 

jc, ->-0,80 

fix,): 

0,61623 

0,63203 

0,63680 

0,63984 

/(*/)-> 0,64 

Xi : 

0,9 

0,85 

0,806 

0,80005 

-*-0,80 

/(*,): 

0,81 

0,72250 

0,64964 

0,64008 

/(*,)-0,64 


^ Alle diese x- Folgen streben gegen 0,80. 

Die zugehörigen/(x)-Folgen streben gegen 0,64. Wir schreiben: lim x 2 = 0,64 

■V - 0,8 _ 

0,64 ist der Grenzwert der Funktion y = x 2 an der Stelle 0,8. 


2 . /: y = 

J J x 

Diese Funktion ist an der Stelle x= 0 nicht erklärt. Wir zeigen, daß sie jedoch für x ->- 0 
einen Grenzwert besitzt. 

/ist eine gerade Funktion. Wir können uns daher bei der Berechnung des Grenzwertes 


auf das Intervall 




beschränken. 


Wir wählen 0 < x < — und erkennen 
aus der Abbildung: 

A\ AO C < ^Sektor BOC < A\ BOO • 


cos x sin x 1 x 1 - tan* 

- < —r~ 



Es gilt somit: 


2 


2 













56 


3. Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit 


2 x \ 

und nach Multiplikation mit —-: cosx < —-< 

sinx 

Wie auch immer die Abszissenfolge (x^ x 2 ; . 

1 

für x -*■ 0 geht cos x -► 1 und damit--► 1. 


sinx cosx 
..; x n ; ...) gewählt wird, 


_ . , , sinx 

Es ist daher: hm-= 1 

X 


x muß hier im Bogenmaß gemessen werden! 


Die Funktion / ist in einer Umgebung von Xq definiert. 

Es sei (x n ) die Folge der Argumentwerte und {y n = /(*„)) die Folge der zugehörigen 
Funktionswerte. 

A = lim f{x) 

X-* Xq 

A heißt der Grenzwert der Funktion f an der Stelle x 0 , wenn für jede Folge (x„)->x 0 die 
Folge (/(*„)) -+A strebt. 


Wir können den Grenzwert lim /( x) mit 
Systeme) berechnen. 

Hilfe 

von CAS (Computerunterstützte Algebra 

DERIVE 

LIM(f, x, a) 

MATHEMATICA 

Limit[f, x->a] 

BEISPIEL 

DERIVE 


MATHEMATICA 

Author: lim(sin x/x, x, 0) 

rSIN(x) 1 

1: UM [ x ' xj 


Limit[Sin[x]/x, x->0] 

2: 1 


1 


3.2 Rechnen mit Grenzwerten von Funktionen 

Für das Rechnen mit Grenzwerten von Funktionen gilt: 


Es sei: lim f(x) = a, lim g(x) = b 

X-+XQ X-*X0 

1. Der Grenzwert einer Summe (Differenz) ist gleich der Summe (Differenz) der Grenz¬ 
werte. 

lim | f(x) ± g(x)\ = lim f(x) ± lim g{x) = a± b 

X -*■ Xo X-+ Xq X -*■ Xo 

2. Der Grenzwert eines Produkts ist gleich dem Produkt der Grenzwerte, 
lim I f(x) •£(*)] = Hm f(x) - lim g(x) = a b 

X -*• Xo X-+ Xq X -*■ XO 

Aus diesem Satz folgt: lim [c ■/(*)] = c* lim f(x) = c-a 

X-*XQ X -* jco 
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3. Der Grenzwert eines Quotienten ist gleich dem Quotienten der Grenzwerte, voraus¬ 
gesetzt, daß der Grenzwert des Nenners von Null verschieden ist. 
lim /(x) 

-- <**<» 4 . 


lim 


-x 0 g(x) lim g(x) 


BEISPIEL 
5x-2 


lim 


l-2x 


Lösung: 


lim 

x — 2 


5x — 2 
1 - 2x 


ist zu berechnen. 


lim (5 x — 2) lim 5 x — lim 2 

x—2 _ _ x-2 _ x-2 

lim (1 — 2x) lim 1 — lim 2x 

x-2 x-2 x-2 

lim5 • limx — lim 2 

x-2 x-2 x — 2 _ 5-2 — 2 

lim 1 — lim 2 • lim x 1 — 2-2 

x — 2 x-2 x-2 


lim 

x-2 


5x — 2 
1 — 2x 



AUFGABEN 

3.01 Die Grenzwerte sind zu berechnen. 


a) lim (x 2 + 2 x) 

x — 0,2 


d) 


lim 

X — 7t/3 


COSX 

X 


b) lim 

X—1 

e) lim 

x-0 


1 

2x + 5 
sin 2x 
x 4- 1 


c) lim 

x-0 


X + 1 

x 4- 3 


f) lim 

x-0 


tanx 
2x — 1 


3.3 Einseitige Grenzwerte 

Es kann sein, daß der Grenzwert nur bei Annäherung von einer Seite existiert. 

Man bezeichnet dann lim /(x 0 4- h ) als rechtsseitigen 1 Grenzwert und lim /(x 0 — h ) als 

/i-0 A —0 

linksseitigen 2 Grenzwert. 

Für den rechtsseitigen Grenzwert schreibt man auch lim /(x). 

x — xo + 0 

Für den linksseitigen Grenzwert schreibt man auch lim /(x). 

x — xo — 0 


Wenn der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert der Funktion / an einer Stelle 
x = x 0 existieren und übereinstimmen, so existiert der Grenzwert an der Stelle x = Xq und 
umgekehrt. 

Wenn links- und rechtsseitiger Grenzwert an der Stelle x = x 0 nicht übereinstimmen, so 
kann der Grenzwert nicht existieren. 


Weil die Argumente x 0 + h alle rechts von der Stelle x 0 liegen. 
Hier liegen alle Argumente x 0 — h links von x 0 . 
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Es sind folgende Fälle möglich: 

1. Keiner der beiden Grenzwerte existiert. 

2. Der eine Grenzwert existiert, der andere nicht. 

3. Beide Grenzwerte existieren, sind aber verschieden. 

4. Beide Grenzwerte existieren und stimmen überein. 

BEISPIEL 
y = tan x 

DERIVE MATHEMATICA 

lim(tan x, x, n/2, -1) Limit[Tan[x], x->Jt/2, Direction->1 ] 

-oo Infinity 


Uneigentlicher linksseitiger Grenzwert 

Ti 

für x = —: lim tanx= + oo. 

~7- 

Uneigentlicher rechtsseitiger Grenzwert 
für x = lim tan x = — oo. 

*~f +o 

Es gibt keinen Grenzwert der 
Tangensfunktion für x = ~. 



-10123 


3.4 Grenzwerte einer Funktion für x -► ± oo 


BEISPIELE 


1. 


Die Funktion / ist für alle reellen x, außer 
x= — 1, definiert. Wir lassen x die Folge 
(0; 1; 2; 3; .. n\ ...) durchlaufen. Die dazuge¬ 
hörige Folge ( y n ) lautet: 


0 ; 


J_ 2_ 3 _' 
2 ’ 3 ’ 4 ’ 


- 0 — ) 
n + 1 ’ / 


Je größer x wird, um so mehr nähert sich f(x) 
dem Wert 1. 


Wir sagen: f(x) hat für qq den Grenzwert 1 



-4 -2 0 2 4 


Wir schreiben: lim f(x) = 1 

X -» oo 


1 Direction — > 1 ... der Graph nähert sich von links. 

Direction — > — 1... der Graph nähert sich von rechts. 
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f(x) ist hier für x = oo nicht definiert, es existiert aber lim /(*). 
Der Folge (x n ) =( — 2; — 3; — 4; ...) entspricht die Folge 


(*>-( 2 'TT- 

Diese nähert sich ebenfalls dem Wert 1. Wir schreiben: 


lim / (x) = 1 


X— — oo 


DERIVE 

lim(x/(x +1), x, inf) 1 


lim 


x 2 -5x + 6 


, 3x 2 — 2x + 9 
Lösung: 

x 2 — 5x + 6 


ist zu berechnen. 


1 — — + —T 


lim 


3x 2 - 2x + 9 


= lim 


3 -- + -T 

x x 2 


5 ,.6 

lim 1 — lim — + lim — r- 

X Y z 

Y —► OO Y —► OO ,/v V—►00- /v 


lim (3 - —+ -^-) 


lim 3 

X —► 00 


lim — + lim —7 


1-0 + 0 
3-0 + 0 


lim 


•5x + 6 


3x 2 —2x + 9 


3.5 Stetigkeit von Funktionen 


Eine Funktion f:y= f(x) heißt an der Stelle x = jc 0 stetig, wenn dort Grenzwert und 
Funktionswert existieren und übereinstimmen, wenn also gilt: 

lim/(x) =f(x 0 ) 

X —*■ Xq 


Wenn die Funktion / an der Stelle x = x t nicht stetig ist, dann heißt sie dort unstetig. 


Unstetigkeitsstellen: 

endlicher Sprung Unendlichkeitsstelle (Pol) Lücke 



Eine Funktion heißt in einem Intervall stetig, wenn sie in jedem Punkt dieses Intervalls 
stetig ist. 
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3. Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit 


Eine stetige Funktion ist im allgemeinen dadurch gekennzeichnet, daß man ihren 
Graphen in einem Zuge („stetig“) zeichnen kann. 

Eine stetige Funktion muß außerdem in jedem Punkt ihres Definitionsintervalls definiert 
sein. 


Wenn /(x 0 ) nicht definiert ist (weil x 0 $ D gilt), wohl aber 

lim /(x 0 + h) = lim/(x 0 — h) = u gilt, kann man eine neue Funktion xi-> F(x ) wie folgt 

/i-0 h-0 

definieren: F(x)=f(x) für x e D(f) 

F(x) = u für x = x 0 

Man nennt in diesem Falle x 0 eine hebbare Unstetigkeitsstelle. 


BEISPIELE 


1. 


/i : y = S1 ^ X ist an der Stelle x = 0 

unstetig; der Grenzwert existiert 
zwar, aber nicht der Funktionswert 

MO). 


Man spricht von einer hebbaren 
Unstetigkeit, weil man durch die 
Festsetzung /\ (0) = 1 die überall 
stetige Funktion f 2 erhält. 



für 

für 


x # 0 
x = 0 


2. Die Unstetigkeit der Funktion 



an der Stelle 0 kann durch keine 
Zusatzdefinition aufgehoben werden. 



y 

1 - 

"Ö" x 


-1 


3. 


/: ^ = tanx ist an den Stellen x 


JL 

2 


nn mit n e 


unstetig. 


4. 


/: 3^ = 


+ 1 
0 


für 

für 


x =£ 0 
x = 0 


ist an der Stelle x = 0 unstetig. 


Wichtige Sätze: 


1. Summe, Differenz und Produkt zweier stetiger Funktionen sind wieder stetige Funk¬ 
tionen. 

2. Jede Polynomfunktion y = a 0 + a^x + ... + a n x" (a t e R, a n # 0, n e f^) ist stetig 
in IR. 

3. Der Quotient zweier stetiger Funktionen ergibt eine an allen Stellen x stetige Funk¬ 
tion, an denen die Nennerfunktion ungleich Null ist. 

4. Die Exponentialfunktion y = a x (a > 0) ist überall stetig. 

5. Die Logarithmusfunktion y = log a x (a > 0, a # 1) ist für x > 0 stetig. 

6 . Die Funktionen y = sinx und y = cosx sind überall stetig. 




















DIFFERENTIALRECHNUNG 


4. Ableitung einer Funktion 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ den Differenzenquotienten geometrisch deuten; 

■ den Begriff Ableitung der Funktion f an der Stelle Xq erklären; 

■ die Ableitung an der Stelle xb geometrisch deuten; 

■ die Bedeutung der Symbole 

y=f'(x) fix) fix o) (fix))' y' y angeben; 

■ die Formeln 

(x")' = nx" ~ 1 (c)' =0 

(sinx)' =cosx (cosx)' ==—sinx 

(e v )' =e* (lnx)' 


(tan x)' = l + tan 2 x 


für x =j= (2k + 1) *-y- mit keZ angeben; 


■ die Formel (a-f(x))’=a-f(x) angeben; 

■ die Regel für die Ableitung einer Summe von endlich vielen Funktionen angeben; 

■ eine Linearkombination von Funktionen differenzieren; 

■ die Produktregel (uv)' = u'v + uv' angeben; 

■ die Ableitung eines Produkts von Funktionen berechnen; 

.. ^ . , /ZV Z'N-ZN' 

■ die Quotientenregel I — I =-—;- angeben; 

■ die Ableitung eines Quotienten von Funktionen berechnen; 

■ die Begriffe 2. Ableitung, 3. Ableitung, ..n-te Ableitung erklären; 

■ höhere Ableitungen einer Funktion berechnen; 

■ die Begriffe Differential einer Funktion und Differentialquotient erklären; 

■ das Differential einer Funktion berechnen; 

■ die Formel Ay^f(x)-Ax anwenden. 


4.1 Differenzenquotient 


WIEDERHOLUNGSBEISPIELE 


1 . 


2. 


Wie lautet die Gleichung der Geraden, die durch A (2|3) geht und deren Steigungs¬ 
winkel a= 135° beträgt? 

Lösung: 

y = kx 4- d cc= 135° => k = tan cc = — \ y = —x + d 

A( 213) 3=-2 + d => d= 5 y= -x + 5 


Wie lautet die 
Lösung: 
y = kx + d 

Ai- 3|-2) 


Gleichung der Geraden durch A ( — 3| — 2) und Z?(4|6)? 



7 



B( 4|6) 


4 k + d 
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4. Ableitung einer Funktion 


3. Wie lautet die Gleichung der y- Achse (x-Achse)? 

Lösung: 

Jeder Punkt der y -Achse hat die Abszisse Null; daher lautet die Gleichung der 
y- Achse: x = 0 

Jeder Punkt der x-Achse hat die Ordinate Null; daher lautet die Gleichung der 
x-Achse: y = 0 


AUFGABEN 

4.01 Zeichnen Sie die Geraden durch den Ursprung mit den Steigungen 


4.02 Zeichnen Sie die durch einen Punkt und die Steigung gegebene Gerade. 

a) />(3 |-2); k= -1 b) A ( - 5 14); k = 2 c) ß(-4,2|3,7); k= 1,2 

4.03 Zeichnen Sie die durch zwei Punkte gegebene Gerade. 

a) >4(3|-2); 5(4|5) b) C(0|0); D{- 713) c) //(3|7); 7(5 17) 

4.04 Zeichnen Sie die Gerade, von der ein Punkt und der Steigungswinkel <x gegeben sind, 
a) A (21 -3); ct = 75° b) L(5| -2); <*=135° c) M(2|4); a = 90° 

4.05 Stellen Sie die Funktionsgleichungen der in 4.02 und 4.03 gegebenen Geraden auf. 

4.06 Zeichnen Sie den Graphen der (linearen) Funktion. 

a) j; = 2 x — 3 b) y = — x + 2 c) y = 2 


Die Funktion / sei in t/(x 0 ), also in der Umgebung von x 0 , definiert, und /(x 0 ) sei der 
Funktionswert an der Stelle Xq. 

/(x 0 + Ax) sei der Funktionswert an der Nachbarstelle x 0 + Ax. 

Es ist dann 

Ay = /(x 0 + Ax) — /(x 0 ) die Differenz der Funktionswerte, 

^ + ^ die relative Änderung der Funktionswerte, 

der Differenzenquotient an der Stelle xb- .. 2 


. Ay Funktionswertanderung 

Differenzenquotient —— —-- t--— - 

Ax zugehörige Argumentanderung 


Bei festem Fo(x 0 | jo) schreiben wir: 

Ay /(xp + Ax) ~/(x 0 ) 

Ax Ax 

Wir sehen, daß der Differenzenquotient bei festem Xq 
eine Funktion von Ax ist und die 

Steigung der Sekante 

durch die Punkte P 0 (*ol.Ko) un d P\ (x 0 + Ax \ y 0 + Ay) 
Ay 

angibt. Es gilt: tan<^? = -^— 



Für 


Ax 
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BEISPIELE 

4. y = x 2 Es ist an der Stelle zu berechnen. 

Lösung: 

Ay _ fix o + Ax) ~/(x 0 ) _ (x 0 + Ax) 2 - V 
Ax Ax Ax 

x 0 2 + 2x 0 Ax + (Ax) 2 — x 0 2 2x 0 -Ax + (Ax) 2 Ay 

=-zz-=-zz- Ä7 = 2 * 0 + Zi * 


5. 


= sinx Po(0,3|^o); Xi = 0,5; 0,4; 0,35; 0,32; 0,31; 0,305; 0,301; 0,3001 
Ay 

Es ist jeweils zu berechnen. 


Lösun « : if 


sinx! — sinx 0 
Xi - x 0 


Mit Hilfe eines Taschenrechners erhalten wir die Werte: 


0,91953 0,93898 0,94755 0,95232 

0,95384 0,95459 0,95519 0,95532 

Die Folge V^~) nähert sich für Ax-» 0 dem Wert cos 0,3 = 0,95534 ... 


AUFGABEN 

Berechnen Sie die Differenzenquotienten der Funktionen an der Stelle Xq. 


4.07 

a) y = x 2 - : 

F 0 (3 | j> 0 ) 

b) y = x 3 ; P 0 (l\y 0 ) 

4.08 

y = ix + 2 ) 2 ; 

Fo(0|7o) 


4.09 

a) y = sinx; 

^ 0 (o,7|to); 

Xi = 0,75; 0,74; 0,73; 0,72; 0,71 


b) y = cos x 

c) y = tan x 

d) y = cotx 

£ 

II 

© 

x r Werte wie in a) 

4.10 

y = x-sinx; 

(0,2 1 jp 0 ); 

X! = 0,16; 0,17; 0,18; 0,19 

4.11 

y = lnx; 

Po(2| yo); 

X! = 4; 3; 2,5; 2,2; 2,1; 2,05 


4.2 Die Ableitung als Grenzwert des Differenzenquotienten 


Ay /(x 0 + Ax) — /(x 0 ) 

Wir halten Xq fest. Wenn (x 0 + Ax) e Umgebung (x 0 ) gilt, so ist also-—- 

eine Funktion von Ax. 


Wenn der Grenzwert lim 


lim 

Ax A x _ ( 


fix 0 + Ax) -fix o) 


Ax 


die Ableitung der Funktion / an der Stelle xq. 


existiert, so nennt man ihn 


Man schreibt /' (x 0 ) und spricht /-Strich (von x) an der Stelle Xq. 

Ay 

Das Bilden des Grenzwertes lim —— nennt man Differenzieren oder Ableiten. 

Ax^O Ax 
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4. Ableitung einer Funktion 


Wir zeigen nun grafisch, wie sich bei der Sinusfunktion die Größe von Ax auf den 
Differenzenquotienten auswirkt. 

y y 




Wir vermuten, daß sich der Graph für Ax-»0 immer mehr der Kosinuskurve nähert 1 . 


BEISPIELE 


Es ist die Ableitung von y= x 3 an der Stelle 1 zu berechnen. 

Lösung: 

,, , , Ay (xo + Axf-Xo 3 3x 0 2 Ax + 3x 0 (Ax) 2 + (Ax) 3 

f (x 0 ) = lim —r~ = lim---= lim - 

4*^0 Ax Ax ^ 0 


)Ax Ax ^ 0 Ax 

= lim [3x 0 2 + 3 x 0 Ax 4- (Ax) 2 ] = 


Ax 




r o) = 3 


2. Die Funktion y = ~ ist an der Stelle x 0 = 0 abzuleiten. 

Lösung: Die Funktion y = ~ ist an der Stelle x 0 = 0 nicht definiert, sie ist an 

dieser Stelle unstetig, es existiert kein Funktionswert an dieser Stelle. 
y = ~ ist daher an der Stelle x 0 = 0 nicht differenzierbar. 


Ay 

Beim Grenzübergang lim —p- kann die Annäherung an die Stelle 0 von beiden Seiten er- 

Ax-*■ 0 AX 

folgen, also Ax positive und negative Werte annehmen. Oft führt aber nur die Annäherung 
von einer Seite zu einem „Grenzwert“. 

Wir definieren daher in Anlehnung an die Begriffe „linksseitiger Grenzwert“ und „rechts¬ 
seitiger Grenzwert“: 


Die Funktion /besitzt an der Stelle x 0 eine linksseitige Ableitung/' (x 0 ), wenn der Grenz¬ 
wert 


/' Oo) = Hm 

Ax-* 0 — 


/Oo + Ax) -f(x q) 
Ax 


existiert. 


Die Funktion / besitzt an der Stelle x 0 eine rechtsseitige Ableitung /' (x 0 ), wenn der 
Grenzwert 


fr Oo) = lim 

z\x-»0 + 


/Oo + Ax) - /Oo) 
Ax 


existiert. 


Siehe Seite 76. 
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Wenn/stetig in U(x 0 ) ist und f (x 0 ) = f/(x 0 ) ist, so gilt: f (x 0 ) = f (x 0 ) =// (x 0 ) 

BEISPIEL 

3. Die Funktion /: y = \x | ist an der Stelle x 0 = 0 abzuleiten. 

Lösung: 

y = \x\ ist an der Stelle x 0 = 0 stetig (der Funktionswert ist gleich dem linksseitigen 
und dem rechtsseitigen Grenzwert). 

^.. . , Ay x 0 + Ax-Xo 

Für y=x ist — r~ =---= +1. 

Ax Ax 

^.. ■ . Ay -(x 0 + Ax)-(- x 0 ) 

Für y=—x ist —=- - -= —1. 

Ax Ax 



Es ist somit 
und 


/'{X „)= lim 4i = - 1 

Ax — 0- AX 

f/(.x o)= lim = +1 

4jc-0+ Z1X 


^ = |jc| ist an der Stelle 0 stetig, es existieren dort die linksseitige und die rechtsseitige 
Ableitung, sie stimmen jedoch nicht überein. 

Daher: y = \x\ ist an der Stelle 0 nicht differenzierbar. 

Wir fassen nun den Begriff „differenzierbar“ enger. 


Eine Funktion / mit der Gleichung y =f(x) heißt an der Stelle x=Xq differenzierbar, 
wenn 

1. y 0 = f(x 0 ) und zugleich 


2 . 


V =f (*o) = Hm 

Ax-Q 


f(x Q + Ax)-f(x 0 ) 
Ax 


existieren. 


Wenn eine Funktion innerhalb eines Intervalls / an jeder Stelle differenzierbar ist, dann 
sagt man: / ist in I differenzierbar. 


/(x + 4x)-/(.x) 
dl 

sagt aus, daß x variabel 1 ist und der Funktion / eine neue Funktion, die Ableitungsfunktion 
/', auch Steigungsfunktion genannt, zugeordnet wird 2 . 


=/' (x) = lim 

Ax -o 


Wenn die Funktion /: y=f(x ) an der Stelle Xq differenzierbar ist, dann ist sie dort 
auch stetig. 


Beweis: 

kann für Ax-» 0 nur dann einen endlichen Grenzwert annehmen, wenn 
Ax 

lim \f(xo + Ax) -/(*o)] = 0 ist. 

a *-o 

Es gilt also lim f(x 0 + Ax) = /(x 0 ), das heißt/(x) ist stetig. 

Ax— 0 


Statt der festen Koordinate x 0 steht die laufende Koordinate x e D. 

/'={(*. y')\y'=f' (*)} 
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4. Ableitung einer Funktion 


4.3 Tangentenproblem und Geschwindigkeitsproblem 

Die Differentialrechnung haben unabhängig voneinander der deutsche Philosoph Gottfried 
Wilhelm Leibniz (1646—1716) und der englische Naturforscher Isaac Newton (1643 — 1727) 
entwickelt. 

Für Leibniz war das Tangentenproblem der Ausgangspunkt, für Newton der Geschwindig¬ 
keitsbegriff. 

Die gebräuchlichen Bezeichnungen gehen größtenteils auf Leibniz zurück. 

Der Ausdruck Ableitung und das Symbol y' stammen von Joseph-Louis Lagrange 
(1736-1813). 


Tangentenproblem 

Wir nehmen auf dem Bild der Funktion y = f{x) eine Folge von 
PunktenP l9 P 2 ,.. . an, die gegen den Kurvenpunkt P 0 konvergiert. 

Dieser Punktfolge (P,; P 2 \...) ordnen wir die Folge der zugehö¬ 
rigen Sekanten (PqPü P 0 P 2 \...) zu. 


Wenn die Lagen der Sekanten einer Grenzlage zustreben, so be¬ 
zeichnet man die Grenzgerade als 

Tangente t an der Kurve / im Punkt P 0 . 



Wir wollen nun klären, was wir unter 
„Steigung der Tangente“ verstehen. 

Die Steigung der Sekante durch 
Po Oo I yo) und P x (x t | y{) ist 
Ay _ yi - y 0 _ f(x 0 + Ax) -f(x 0 ) 
Ax Xi — x 0 Ax 

Also: 


y 

Yi 


y 0 


0 *o Ax 


x 



Die Steigung der Sekante P 0 P i ist gleich dem Differenzenquotienten der Funktion / an 
der Stelle x 0 . 


Es ist nun naheliegend, unserer eingangs betrachteten Punktfolge (P-,; P 2 ;...) die Zahlen¬ 
folge 

/ Li - yo , yi 3*0 \ 


I *i - *6 


^ " y* 


die Folge der Sehnensteigungen, zuzuordnen und den Grenzwert dieser Folge (sofern er 
existiert) als Steigung der Tangente t einzuführen. 


Steigung der Tangente im Kurvenpunkt P 0 : 

Hm Ax 0 + Ax)-Ax o) 

Ax^O Ax 

k, = tan a = /' (x 0 ) 

Unter der Steigung einer Kurve in einem Punkt P 0 verstehen wir die Steigung der 
Tangente in diesem Punkt. 
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Man kann die Kurve der Ableitungsfunktion /' einer 
grafisch gegebenen Funktion punktweise ermitteln, 
ohne die Zuordnungsvorschrift / zu kennen. 


Um die Steigung Zeder Kurve Cim Punkt P zu erhalten, 
können wir auch folgendermaßen Vorgehen: 

1. Wir wählen den Punkt ( —1|0) als Pol. 

2. Wir zeichnen durch den Punkt (x | y ) der Kurve die 
Tangente und ziehen die Parallele zu dieser durch 
den Pol. 

Aus der nebenstehenden Zeichnung ist die Vorgangs¬ 
weise ersichtlich. 

Beschreiben Sie das entsprechende Verfahren, wenn 
der Pol in den Punkt P 0 ( — a | 0) gelegt wird. 



AUFGABEN 

4.12 Bilden Sie den Differenzenquotienten der Funktionen und bestimmen Sie durch 
Grenzübergang die Ableitungsfunktionen. 

a) y = x 2 + 1 b) y = x 2 — 5 x + 2 c) y = (x + l) 2 

4.13 Berechnen Sie die Steigung der Tangente tim Punkt P 0 der Kurve mit: 

a) y = x 2 - 2; P 0 (3 \y 0 ) b) y = x 3 ; P 0 (l \y 0 ) c) y = (x + 2) 2 ; P 0 (O\y o ) 

Vergleichen Sie diese Werte mit den in 4.07 und 4.08 gefundenen Differenzen¬ 
quotienten. 

4.14 Berechnen Sie die Steigung und den Steigungswinkel der Tangente tim Punkt P(2\y) 
der Kurve y = (x — 2) (x 4- 4). 

In welchem Punkt hat die Kurve die Steigung Null? 1 

4.15 Zeichnen Sie die Graphen der folgenden Funktionen mit den zugehörigen Ableitungs¬ 
kurven. 

71 71 

a) y = cos x0<x<7i b) y = tan x — -y < x < -y 

c) y = cot x 0 < x < Ti d)}> = lnx 0<x<10 

e) y = -i- 0<x<5 f) y = sin 2 x 0 < x < 2 n 

4.16 Bestimmen Sie grafisch die Ableitungskurve der punktweise gegebenen Funktion 
y = f{x). Wählen Sie einen geeigneten Maßstab! 

P, (010,40) P 2 (0,2010,39) P 3 (0,401 0,37) P 4 (0,601 0,33) 

P 5 (0,8010,29) P 6 (1,01 0,24) P 7 (1,2 10,19) P g (1,410,15) 

P 9 (1,610,11) P 10 (1,8 10,08) P n (2,01 0,05) P n (2,210,04) 


Waagrechte Tangente 
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4. Ableitung einer Funktion 


Geschwindigkeitsproblem 1 

Wir betrachten zunächst einen Punkt, der sich gleichförmig bewegt. Er legt definitionsgemäß 
in gleichen Zeiten gleiche Wege zurück. 

Der Quotient Wegänderung ^ 5 j st e j ne konstante Größe, 

Zeitänderung A t 

die Geschwindigkeit u 0 . . . } 

Die Zeit-Weg-Funktion läßt sich im t, s -Diagramm durch 
eine Gerade, deren Steigung zahlenmäßig gleich der Ge¬ 
schwindigkeit ist, geometrisch veranschaulichen. 

^ . _ S t - S 0 

Es ist tan a = — -= —r- = u 0 . 


Es kann daher jede lineare Funktion /: y = kx + d als 
mathematische Schreibweise einer gleichförmigen Bewe- Graph der Zeit-Weg-Funktion 
gung aufgefaßt werden. s ~ s +Uot 



Q 

Wir betrachten nun den freien Fall eines Körpers 3 . Die Bewegungsgleichung lautet 5 = y t 2 , 
wobei 5 der in der Zeit t zurückgelegte Weg und g die Erdbeschleunigung 4 


ist. 


In der Zeit t + At legt der Körper den Weg 5 -I- As = y (/ + A t) 2 
zurück. 

Es ist somit: As = y (2 t-At + {At) 2 4 ) 

Wir dividieren As durch At und erhalten die mittlere Geschwindigkeit 5 v m 
As g 

Es ist: Vm = — = g-t + —'At 


t=0 


t 

t-i- At 


‘- 9 t 2 

, "2 t 


As 


Je kleiner nun A t gewählt wird, um so näher kommt u m der Momentangeschwindigkeit u , die 
wir als den Grenzwert der mittleren Geschwindigkeit bei At-+ 0 definieren. 


u = 


lim 

4/-0 


As 

At 


In diesem Fall ist daher: u = lim [g-1 + ^rAt) = g t 

Im t, s- Diagramm wird die Bewegungsfunktion des freien 
Falls durch eine Parabel geometrisch veranschaulicht und die 
Momentangeschwindigkeit durch die Steigung der Parabel¬ 
tangente. 



1 Es wurde bereits darauf hingewiesen, daß Newton bei der Entwicklung der Differentialrechnung vom 
Geschwindigkeitsproblem ausging. 

2 spatium (lat.) = Entfernung, Weg; tempus (lat.) = Zeit; velocitas (lat.)^Geschwindigkeit. 

3 Wir setzen, um den Luftwiderstand nicht berücksichtigen zu müssen, einen luftleeren Raum voraus. 
Die Gesetze des freien Falles erkannte als erster der italienische Naturforscher Galileo Galilei 
(1564—1642). 

4 Auch Fallbeschleunigung genannt. Bei uns ist g«9,81 ms -2 , am Pol ist g«9,83 ms -2 und am Äquator 
ist g«9,78 ms -2 . 

5 u m ist also definitionsgemäß jene Geschwindigkeit, die der Körper haben müßte, um in der Zeit A t 

gleichförmig den Weg As zurückzulegen. 
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Wir betrachten nun den allgemeinen Fall einer Bewegung. 

Die Bewegungsgleichung lautet: 5 = 5(/) 

Die mittlere Geschwindigkeit ist u m = + 

Durch Grenzübergang mit A t -► 0 erhält man die Momentangeschwindigkeit des Punktes, 
kurz Geschwindigkeit genannt. 


,. As + 

u = hm —— = lim —--p-— 

At-+ 0 ^ * At-* 0 ^ * 


Geometrische Veranschaulichung: 

Im t, s- Diagramm ist das Bild der Bewegungsfunktion 
im allgemeinen eine krumme Linie. Die Momentan¬ 
geschwindigkeit zur Zeit t 0 ist zahlenmäßig gleich der 
Steigung der Tangente an der Stelle / = t 0 . 


BEISPIEL 

Die Bewegungsgleichung des lotrechten Wurfes nach unten lautet: 

Q 

s = s (/) = s 0 + u 0 1 + -y t 2 . Es ist somit 

_ As _ sjj + At) -s(t) _ »oP + ^O + fO + ^-M-f ■< 2 
Vm At At At 

= u 0 + g t + ^r-At und u= lim ^7= lim (u 0 + gt + p-An = ü o + g* 

A At^- 0 41 1 At^- 0 \ L I 



4.4 Ableitung der Potenzfunktion 

Wir können die Ableitung von Funktionen über die jeweiligen Differenzenquotienten 
berechnen. Es ist jedoch bedeutend einfacher, die Ableitungsfunktionen der wichtigsten 
Funktionen und einige einfache Rechenregeln zu kennen. 

Betrachten wir zunächst die Potenzfunktion y = x n (n sei ganzzahlig und positiv). 

Wir kennen schon die Ableitungen für n = 1, n = 2 und n = 3. 
y = x => y'= 1 7 = x 2 => > y , = 2 x y = x 3 => 

Der (konstante) Faktor der Ableitungsfunktion ist gleich dem Exponenten der Funktion. Der 
Exponent der Ableitungsfunktion ist um 1 kleiner als der Exponent der ursprünglichen 
Funktion. Es liegt daher nahe: 


(x n )' =nx"~ 1 


Diese Formel gilt für jeden festen reellen Exponenten n. 
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4. Ableitung einer Funktion 


BEISPIELE 

1 . y = x 2 

2. y = x 3a 

3. y = ]/x = x vz 


y' =2x 2 -' = 2x 
y' = 3 ax 3a ~ 1 



Die Funktion y = ^x ist in R 0 + definiert (wir schreiben D=[Ro + ); die Funktion 
y' = — K=- jedoch nur in IR 0 + \{0} (wir schreiben D' = R + ). 


2][x ' 


4. 


, 1 
f - y = ~{2 


f (0 = i 


Lösung: 

Es liegt hier eine Funktion von t vor. Wir müssen also nach t differenzieren. 

Die Zuordnungsgleichung lautet: f(t) = t~ 2 Folglich: f ( t ) = —2 1~ 3 


5. h (z) = ]/z -|/z 
Lösung: 

11 JL 

h (z) = z 3 -z 4 = z 12 


h' (0,72) ist zu berechnen. 


6 '(z) = ^--z' 12 


h ’ (0,72) = — • 0,72 12 = 0,6689 


h' (0,72) = 0,6689 


AUFGABEN 


Differenzieren Sie die folgenden Funktionen/ und berechnen Sie /'(1,12), wobei 
a = 2,12; 6=0,62; r= 1,5 und 5=1,2 zu setzen ist. 


4.17 

a) y = x 5 

b) = x 12 

c) y 

4.18 

a) y = X a + b 

i 

b) ^x *" 1 

c) y 

4.19 

v 1 

a) 

. 1 

k) x 2a + 1 

c) >> 

4.20 

& 

II 

2 - 

b) y = j/x 3r 

c) ^ 

4.21 

a) y = /— 

b) y = T L - 

c) y 


fH 

y^ 


4.22 

, y^ 

a) .V = l— 

b) >' = 1— 

c) J 



y^ 


4.23 

a) y = ]/j/ 

b) y=u^ 

c) y 


X 2 ' 

1 

** 

II 

-o 

e) y = y 4a + 3 

x fl2 + 1 

d)y = ^ 

, 1 

e) ^^T 

x~ 4 + a 

d) y = 

e) y = 

i / x- 

,d)y =w 

v 1 

e) J^TZT 

1 



7.- 

y a 

yi 

e > y - 2a, _ 

h b - 

fr 

.. fx 

d) y- i— 

yi 

e) y = -f^~ 

w 


ll 

-o 

e) ><=yy? 
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4.5 Ableitung einer Konstanten 



Der Graph der Funktion f:y=c ist eine Parallele zur 
x-Achse im Abstand c mit der konstanten Steigung k= 0. 

y 

c 

y=c 

Es ist Ay _f(x + Ax)-m _c~ c _ o 

Ax Ax Ax 

Der Differenzenquotient ist konstant gleich Null, 
daher auch dessen Grenzwert y r =/' (x). 

1 


0 

1 1 X 

(c)' =0 Die Ableitung einer Konstanten ist Null. 


BEISPIELE 

1. y =a 2. y =a n 

y' = 0 y'= 0 


3. y = sin<x 

y' =0 


4.6 Ableitung einer Funktion mit konstantem Faktor 


Wir setzen voraus, daß y = /(x) differenzierbar und a eine Konstante ist. 
Dann ist auch y = a-f(x ) differenzierbar. Es ist: 


Ay a -f(x + Ax) — a f(x ) 

Ax Ax 


a ßxj^Axy-fyc) 


und daher 


/ r Ay 

y = hm ~äz 

Ax- 0 nx 


= lim a 

Ax -0 


fix + Ax)-f(x) 
Ax 


• lim 

Ax — 0 


f(x + Ax) - 
Ax 


/(*) 


ö •/' (^). 


{a-f(x)Y =a-f (.x ) 

Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren als Faktor unverändert erhalten. 


BEISPIELE 


1. 


3. 


5. 


y = 4ax y' =4 a 
y = x 2 ln 10 y' =2x ln 10 


sin cc . sin cc 

^ = y =—zr- 


4. y = ]/2px = y 2Äp 


In welchem Punkt der kubischen Parabel mit der Gleichung y = — x 3 hat die 
Tangente den Steigungswinkel #=45° ? 


Lösung: 

Die Steigungsfunktion (Ableitung) hat die Gleichung y' =x 2 . 

Wegen A:=tan cc muß k an der gesuchten Stelle den Wert tan 45° = 1 haben. 


Wegen k = y' muß also 1 = x 2 gelten. Daraus folgt: 

1 1 
yi= j y >=^j 


■(il) 


Xi = +1 x 2 = — 1 
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4. Ableitung einer Funktion 


AUFGABEN 


Bilden Sie die Ableitung /' und berechnen Sie /' (0,5). 


4.24 

a) 

y = 4 

b) 

y = 4a 2 — b 

C) 

1 

II 

4.25 

a) 

y = 6 x 

b) 

"cs 

II 

c) 

y = b 5 x 3 

4.26 

a) 

y = rx s 

b) 

y = 4jc 3 

c) 

y = 6x 2 

4.27 

a) 

y= b][2 

b) 

II 

C) 

Vs 

II 

4.28 

a) 

6 

6 a 

b) 

Vs 

II 

£ 

c) 

h (a) = — 
er 

1 

4.29 

a) 

y= w 

b) 

:|-t 

II 

c) 

cfx 

4.30 

a) 

y = —2 bx 2 

b) 

Vs 

1 

<1 

1 

c) 

ö(a) = 3 a 


4.31 Welche geometrische Bedeutung haben die Funktion y = nx 2 und ihre Ableitungs¬ 
funktion? 

4.32 Wie groß ist die Steigung der Tangente im Punkt P \ (2,21 y t ) der Kurve 

a) y = 2|/x b) y = — x 3 c) y = Ixtfx 

4.33 In welchem Punkt der Kurve Chat die Tangente den Steigungswinkel #=45° (#=30°; 
a=60 °; öf=72°)? 

a) y = x 2 b) y = x 3 c) y = x 4 

d) y = 4r e)y = 3]/x f)y = ^][x 


4.7 Ableitung einer Summe von Funktionen 


( u(x ) + u(x))' = u' (x) + u' (x) 

Die Ableitung einer Summe ist gleich der Summe der Ableitungen der Summanden. 


BEISPIELE 

1. y = x 5 — x 2 => y' =5x 4 — 2x 

d = d' =n 

2. y = x + 3 y' = 1 

y = 3x y * 1 =3 

Beachten Sie den Unterschied zwischen einem 
konstanten Faktor und einer Konstanten. 

3. y = a n x n + a n _ 1 x w_ 1 + a n _ 2 x n ~ 2 + ... + x + a 0 

y' =na„x n ~ 1 + (« — l)a n _^x n ~ 2 + (n — 2) a n _ 2 x n ~ 3 -I- ... + a x 



Die Ableitung eines Polynoms w-ten Grades ist ein Polynom vom Grad («—!). 
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4. In welchen Punkten der Kurve y = a 3 x 3 + a 2 x 2 + a x x + a 0 verläuft die Tangente 
parallel zur x-Achse? 

Lösung: 

In den gesuchten Punkten muß gelten: y' =0 

Wir bilden zunächst y' =3 a 2 x 2 + 2a 2 x + a u setzen diesen Ausdruck Null und 
erhalten für die Diskriminante D > 0 die Lösungen: 

— a 2 + ]/fl 2 2 — 3 a 3 a 2 — a 2 — ]/a 2 2 — 3 a 3 a 2 

Xi - 3 ^ * 2 ‘- Yäi 

fi(*ilTi) P2(x 2 \y 2 ) 

5. Der Funktionswert und der Wert von/' (x) an der Stelle x=3 sind zu berechnen für 
die Funktion /: y = 2 x 3 — 5 x 2 + 2 x — 1. 

Lösung: 

f : y = 2x 3 - 5x 2 + 2x - 1 / (3) = 54 - 45 + 6 - 1 / (3) = 14 

/' : y ' =6x 2 - lOx + 2 /'(3) = 54 - 30 + 2 /'(3) = 26 


AUFGABEN 


Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f ferner /(2,16) und /'(2,16). 


4.34 

a) 

y = 

X 3 + X 2 + X 

b) 

y= 

= 41 6 - 

7t 3 + 3/-5 

c) 

y = 

5x 

4 — 6x 3 

-20 




7 5 „ 

b) 


5 

6 4 _ 



1 

3 

4 

4.35 

a) 

y = 

2 ~ f 3 

X 2 X 

y = 

" x 4 “ 

- — - — + 2x 

X J X L 

c) 

y = 

u 


w 3 

4.36 

a) 

y = 

(x 2 + 3) (x 3 + X + 1) 

b) 

y = 

= (*- 

1) (x 4 — 3 x 2 + 4) 

c) 

y = 

(v- 

-l) 2 (n- 

- 2 ) 




x 3 - 1 

b) 


x 6 - 

• 1 

c) 


w 4 

- 1 


4.37 

a) 

y = 

x- 1 

y = 

x — 

1 

y = 

w 

+ 1 


4.38 

Berechnen Sie von der Funktion 

y = 

= /u) 

an der Stelle x = x 0 

den Funktionswert und 


die Ableitung. 

a)+ = 2x 3 — 5x 2 + 6x — 2 x 0 = 2 b)+ = 3x 3 —2x 2 + 4x + l x 0 =—1 

c) y = 0,2x 3 - 1,2x + 4,3 x 0 = 2,7 d) y = l,2x 4 - 5,4x 2 - 6,7 x 0 = -4,3 

4.39 An welchen Stellen der Kurve mit der Gleichung + = yx 3 — 2x 2 + 3x + 0,5 ver¬ 
läuft die Tangente parallel zur x-Achse? 

4.40 An welchen Stellen und unter welchen Winkeln schneidet y = /(x) die x-Achse? 

a)j> = x 2 —4x+l b) y = -x 3 + 7x 2 — 12x c) y = (x + 4) 2 (x - 1) 


4.8 Ableitung eines Produkts von Funktionen 

Wir haben die Ableitung der Funktion y = (x 2 — 1) (x 2 + 1) vom Typ y = w(x) • n(x) 
durch Multiplizieren der Klammerausdrücke und anschließendes Differenzieren des Poly¬ 
noms bestimmt. Beispiel: y = (x 2 — 1) (x 2 + 1) = x 4 — 1 => y' = 4x 3 

Dies ist aber in vielen Fällen unmöglich, z. B. bei y = x-lnx. Wir benötigen daher eine 
Rechenvorschrift für die Ableitung des Produkts zweier Funktionen. 
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4. Ableitung einer Funktion 


s 




(uv)' = w' y + w y' 

Produktregel 


BEISPIELE 

Die folgenden Beispiele sind als Übungen für die Produktregel gedacht. 

Produkte von Polynomen differenziert man oft schneller, indem man vor dem Differenzieren 
ausmultipliziert und nach Potenzen ordnet! 

1. y = (x 2 + 5x) (x 3 — 2 x) gesucht:^' 

Lösung: D=U 

y = uv y' = u' v + uv' 

u = x 2 + 5 x u = x 3 — 2x 

u'= 2x + 5 y / =3x 2 —2 

y' =(2x + 5) (x 3 - 2x) + (x 2 + 5x) (3x 2 - 2) 

y' =5x 4 + 20x 3 — 6x 2 — 20x . . .‘ 

2. y=f(x)-f 2 (x)-f 3 (x) gesucht: y' 

Lösung: 

f-KW/iWI/jW 

y ' = \fjl \' A + [/i/d/j ' = [fl 72 + /,/2 ' ]/3 + fJlh ' 

T 7 = /i ' fifi + f\fi 'fz + f\fih' 

3. s = (/ — 1) (t 2 + 5) (t 2 — 4) gesucht: 5 ', 5'(3,12) 

Lösung: 

s = uuw s r = u'vw + uv'w + uvw r 
u = t — 1 = f 2 + 5 w =t 2 — 4 

t/'=l y' = 2 / w' = 21 

s'=(t 2 + 5) (/ 2 - 4) + (f - 1) • 2 /(r 2 - 4) + (f - 1) (/ 2 + 5) • 2 1 

s'=5t A — At 3 + 3 t 2 — 2t — 20 s' (3,12) = 355,27 


AUFGABEN 


Differenzieren Sie die Funktionen nach x. 


4.41 

4.42 

4.43 

4.44 

4.45 

4.46 


a) y = x 7 -x 3 b) y = (2x + 1) (6x — 2) 

a) j; = (x 4 - 1) (x + 1) b) y = (x 2 + x + 1) (x - 1) 

a) y = (x 3 — l) 2 b) y = (3 x + 4) 2 

a) y = (a + ]/x) (b — ]/x) b) y = ]/x (2 x — 1) 

a) = (1 + x) (1 + 2 x) (1 + 3 x) 
c) y = (ax 2 + bx + c) 2 


c) y = (x 2 — 1) (x 3 + 1) 
c) y = (flx + b) {cx + d ) 
c) y = ][x (x 2 + x) 

c) y = (l/x + l) (]/x - l) 
b) y — (a 4- 6x) ( c + dx ) (e + /x) 
d) = (a — bx 4- cx 2 ) ( d + ex) 


Ermitteln Sie die Steigung der Kurve von: 

a) y = (3 x + 4) (5 x — 2) (x! = 1; x 2 = 0,16) 

b) y = fic(Yx -l) (xj = 1; x 2 = 3,2) 

An welcher Stelle verläuft die Tangente parallel zur x-Achse? 


i D' = D=U 
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4.9 Ableitung eines Quotienten von Funktionen 

Z(x) 

Zur Bestimmung der Ableitung von y = setzen wir wieder die Differenzierbarkeit von 

Z(x) und N(x ) voraus. Es sei weiters vorausgesetzt, daß N(x) im betrachteten Bereich 
immer von Null verschieden ist. 


(Z V Z'N-ZN' 
\n) ~ N 2 


Quotientenregel 


BEISPIELE 

x 4 - 1 


1. y 


X + 1 

Lösung: D= 1R\{ — 1} 


gesucht: y' 


y N y 


Z'N-ZN’ 


N 2 


Z' =4x 3 

, 4x 3 (x + 1) - (x 4 - 1) 1 _ 3x 4 + 4x 3 + 1 

(x + l) 2 “ (x + l) 2 


Z = x 4 — 1 N =x + l 

N' =1 


y = 


y' = 3x 2 — 2x + 1 


Man rechnet einfacher: y = (x 4 — 1): (x + 1) = x 3 — x 2 + x — 1 _y'=3x 2 — 2x + 1 

l+y? , 

y = - —fp- gesucht: 

1 — |/x 


Lösung: D=[Ro + \{l} 

Z , Z'N-ZN' 
y = l V ' "■ 


JV 2 


Z =1 +Vx JV =1-Vx 


Z' = 




N' = — 


ifx 


3. y = - 


d-y ^) 2 

gesucht: 


2y^(i-yj) 2 


y = 




l-l/T 2- 

Lösung: Z)=(R 0 + \{1} 




Z'N-ZN' 

N 2 


Z =1 
Z'=0 


2 -t 


N =1 -ft 2 


l - — 

"' = -7' 3 


z =■ 


+ J‘ 




y = 
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4. Ableitung einer Funktion 


AUFGABEN 

Differenzieren Sie die folgenden Funktionen und berechnen Sie jeweils den Funktions¬ 
wert und den Wert der Ableitung an der Stelle 1,6. 


4.47 a) y = 

4.48 a) y = 

4.49 a) y = 


1 + X 

b) y = 

1 -x ; 

1 - X 

1 + X 

1 + X 4 

b) y = 

1 — X* 

1 -X 4 

1 + X‘ 

1 

l 

b) J 

5 — x 

5 + x 


c) y = 


c ) y = 


1 + x 2 
1 -x 2 


x 3 + 2x — 1 
x 3 — 6x 2 + 5 x 


d ) y = 


d ) y = 


4.50 a) y 




b) y = 


l/7-i 

4.10 Ableitungen der Kreisfunktionen 


4x 6x 2 

X — 1 + X 2 — 1 

l/7(x-i) 

x 2 — 1 


1 — c 2 

1 + C 

■S 6 — 1 
5 - 1 

3 


. 1 + 1/7 

c) y - 


c) y = 


1 -ft 

ß 2/z + ß z/z 

ß-m + ßin 


(sinx)' =cosx 

für alle xe IR 


(cos x)' = — sin x 

für alle xe U 


(tanx)'— , — l + tan 2 x 

cos 2 x 

für x#(2A:+l)y; 

k ei 


DERIVE und MATHEMATICA verwenden auch die Kehrwerte der Kreisfunktionen. 


Kosekans 

cscx= 

1 

für x=A kn 

keZ 

(cscx)' = 

cosx 

sinx 

sin 2 x 

Sekans 

secx= 

1 

für x ¥=(2 k+ l)y 

keZ 

(secx)' = 

sinx 

cosx 

cos 2 x 

Kotangens 

cotx= 

1 

für x^=(2 A:+l)y 

keZ 

(cotx)'= 

1 

tanx 

sin 2 x 


1 Beachten Sie: In der höheren Mathematik werden Winkel, wenn nichts anderes ausdrücklich fest¬ 
gelegt ist, im Bogenmaß angegeben! 
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BEISPIELE 

1. y = xsinx y'( 0,20)=? 

Lösung: £>=IR 

y=u u y'=u'v+uv' u =x u = sinx 
u' = 1 v' = cos x 
y' = sinx + xcos x D' =\R 

y' (0,20) = 0,1987 + 0,2 • 0,9801 = 0,3947 y' (0,20) = 0,3947 

2. Unter welchem Winkel CC\ ( cc 2 ) schneidet die Sinuskurve (Tangenskurve) die x-Achse 
im Ursprung? 

Lösung: f: y = sinx f 2 : y = tanx 

fi r : y' = cosx f 2 ': y'= l + tan 2 x 

/i'(0) =1 C(i = 45° f 2 (0) =1 => or 2 = 45 ° 


3. Unter welchem Winkel schneiden einander die Kurven von y = tanx und y = cotx 


im Intervall 


o>y 


Lösung: (p = \cc 2 — oc\ | tan oc 2 = (cotx 5 )' tan oc\ = (tanx 5 )' 
Schnittpunkt: x s = -^ y s = 1 S^-^-|lj 

y = tanx j>'=l + tan 2 x => y' = 2 


ki = 2 


cci = 63,43 0 


y = cotx = —(1 + cot 2 x) => y' ^ 

(pi = 126,86 ° (p 2 = 53,14° 


k 2 = —2 => a 2 = -63,43° 

Schnittwinkel (p = 53,14° 


AUFGABEN 

Differenzieren Sie die Funktionen: 


1 


4.51 a) y = r 

sinx 

4.52 3) y = -rV 

sm 2 x 


b) T = 
b) T = 


cosx 

1 


c) y = sin 2 x 
c) y = tan 2 x 


d) y = cos 2 1 
d) y = cot 2 1 


4.53 a) y = x cos x 

4.54 a) y = sinx —xcos x b) y 


cos z x 

b) y = (ax + b ) cosx c) y = x + tanx d) y = tanx — cotx 
1 — cos t v sinx 


c) >> = 


4.55 y=sm2t 

4.56 y= t 2 sin t 


1 + cos t *) 1 + cosx 

Berechnen Sie: a) y'(0,2!) b) y 

Berechnen Sie: a) /'(0,12) 

Berechnen Sie: a) >>'(0,1) 

1 


d) y = 


1 1 
- + - 


sinx cosx 


4.57 y = - 

x 

4.58 Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen f: y 


(f) 

b) /'(- 0,232) 

*'■(*) 


und / 2 : ^ = 


und 


vergleichen Sie mit den grafisch gewonnenen Ableitungskurven von >>=tanx und 
j>=cotx. 
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4. Ableitung einer Funktion 


4.59 


Unter welchem Winkel schneiden einander die Kurven von 
a)jy = sinx ^ = cosx b) y = cos t y = s\nlt 

c)j; = tanjc y = cos x d)y = sinx y = sin2x 


im Intervall 



? 


4.60 Beim schrägen Wurf gelten die Beziehungen: 

p 

x = u 0 1 cos oc + x 0 und y = v 0 1 sin a — y t 2 + y 0 

Berechnen Sie die Geschwindigkeiten in der x- und in der y- Richtung. 
Beachten Sie: x = f\(t) y = f 2 (t) 

4.61 Skizzieren Sie die Graphen für y = cotx, y = cscx und y = secx. 

4.62 Beweisen Sie die Ableitungsformeln für y = cotx, y = cscx und y = secx. 


4.11 Ableitung der logarithmischen Funktion 


1 


(In*)'-- 

für alle xe U + 


Der Zusammenhang zwischen dem natürlichen Logarithmus (Basis e) und dem dekadischen 
Logarithmus (Basis 10) ist gegeben durch: 

lg je = M 10 lnx = -jA-lnx M lo = 0,434 2945 ... In 10 = 2,3025851 ... 


Es gilt daher: 

bzw. 


y=lgx = ükö' nx 

log,* = ——— ln x 
Ina 


y'= 
y' = 


l 

(ln 10) x 
1 

(ln a)x 


og*)' 


i 

x ln 10 


(log.*)' 


1 

x Ina 


BEISPIELE 

X 4 


1. 


y = 


lnx 


y'-t 


Lösung: 


4x 3 lnx — x 4 — 

j; = x-lnx y' 

Lösung: 
y = uv 

y' = u' v+ uv' 


x 3 (41nx — 1) 
ln 2 x 


D = D' = R + \{\} 


y = 


x 3 (41nx — 1) 
ln 2 x 


u = x 
u' = 1 


v =lnx 
. 1 


y' =1 -lnx + x — = 1 4- lnx 
J x 


D= 


y = xlnx 


y' =1 + lnx 
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AUFGABEN 



4.63 Differenzieren Sie grafisch die Funktion y=\nx. 

4.64 y — x 2 \nx Berechnen Sie: a) y' (0,5) 

b) y' (2,9) 

X 

4.65 v = -- Berechnen Sie: 

\nx 

a) y' (3,14) 

b) y' (23,14) 

4.66 Differenzieren Sie nach x : 

a) y = \nax b) y = lny 

c) y = Ine 3 * 2 

d) y = x\nx — x 

4.12 Ableitung der Exponentialfunktion 


(e*)' = e* für jedes x e IR 

(ö*) ' = fl* 

•lnfl (fl > 0; x g R) 


y = Ce* ist die einzige Funktion, bei der die Ableitungsfunktion gleich der Funktion 
selbst ist! 

BEISPIEL 

y = e*sinx y' (1,17) ist zu berechnen. 

Lösung: 

y = uu y' = u' v + wu' 

j/' = e*sin* + e*cos* = e v (sinx + cosx) D = D '=\R y' (1,17) = 4,2237 


AUFGABEN 

4.67 Differenzieren Sie grafisch die Funktionen y = e x und y = 0,5*. 

4.68 Differenzieren Sie die Funktionen nach x, berechnen Sie /(0,20) und /'(0,20): 

a) y = e ax b) y — e ~ x c) y = x 2 e x 




g) y -- 


sinx + cosx 
2~e* 


e ) y = 

h) y = 


e ln * 

sinx — cosx 
2e* 


f) y = e ln * • ln e* 
i) y = e* cos x 


4.69 Wie lauten die Tangentengleichungen in den Schnittpunkten der durch die folgenden 
Gleichungen bestimmten Kurven mit der y- Achse? 

a) y = e* b) 1 y = e ” c * c) y = a ~ x d) 2 y = a ~ cx 

4.70 Wie lautet die Gleichung der Tangente an die Kurve C mit der Gleichung 

*)y = \nx b) y = \gx c)y = log 2 x d) y = 2* - 2 

im Schnittpunkt mit der x-Achse und im Kurvenpunkt Wy|Ti] bzw. g(2|^ 2 )? 


Anleitung: e c *=(e c ) x =a x 
Anleitung: a~ cx = (a~ c ) x = \f 
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4.13 Höhere Ableitungen 


Wenn die erste Ableitung /' (x) wieder eine differenzierbare Funktion ist, so erhält man 
durch nochmaliges Differenzieren die 2. Ableitung f" (x). 

Funktion: y = /(x) 

1. Ableitung: y' =/' (x) = (f (x))' 

2. Ableitung: y" =f" (x) = (f (x))' 


n-te Ableitung: y {n) = / (w) (x) = (/" ~ 3) (x))' 

Man nennt f" ,f" , . . . höhere Ableitungsfunktionen oder kurz höhere Ableitungen. 
Die Funktion /wird gelegentlich als ihre eigene nullte Ableitung bezeichnet: 

,y(o> =/<»>(*) = y=f(*) 


Wenn die n -te Ableitung y^ n) = / (M) einer Funktion y = /(x) in einem bestimmten Inter¬ 
vall existiert, so nennt man die Funktion in diesem Intervall /i-mal differenzierbar. 


Es wurde bereits erwähnt, daß die Ableitung der Weg-Zeit-Funktion nach der Zeit an der 
Stelle t = t 0 die Momentangeschwindigkeit zur Zeit to ergibt. 


Wir bezeichnen, wie in der Physik und Technik üblich, Ableitungen nach der Zeit mit 
einem Punkt über dem Funktionszeichen. 


5 bedeutet daher s'(0; bedeutet s"(t), usw. 


s = s(t ) 


lim = lim 

a/-o At 4,—o 


■s'(t)= lim — 


s(t + At) — 5(0 
At 


Wenn die Gleichung s = -^-t 2 lautet, erhalten wir v=s = at. 

Die Geschwindigkeit wächst in diesem Fall linear. Wir sprechen daher von einer 

gleichförmig beschleunigten Bewegung. 


Wie bereits gezeigt, ist bei einer ungleichförmigen Bewegung der Differenzenquotient 
a = -^y, die mittlere Beschleunigung, ein Maß für die Geschwindigkeitsänderung im 
Zeitintervall A t. 


Die Mtomentanbeschleunigung ist gleich dem Grenzwert der Folge der mittleren Beschleuni¬ 
gungen. Wir können daher schreiben, wenn s = s(t ) und v = u(t ) gilt: 

a = v=v'(t)= lim bzw. a = 0 = s = s " (t) 

v ' Al ^ 0 At v ' 


BEISPIELE 

1. /: y = x 5 -3x 2 + 5x — 6 

/': y' = 5x 4 — 6x + 5 

/": y" = 20x 3 — 6 
f"\ y"' = 60 x 2 
/(4) : ^(4) = 120 X 
/(5): y& = 120 

/( 6 ) : yi 6 ) = 0 


/: y = 7x 4 — 8x 3 — 2x + 3 

/': y' = 28 x 3 — 24 x 2 — 2 
/": = 84x 2 — 48x 

y"' = 168x-48 
/(4>: = 168 

/(5) : ^(5) = o 


2 . 
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Die «-te Ableitung eines Polynoms 

P„(x) = a n x n + a„ _ix" -1 + ... + a A x + a 0 ist: 

P„ M (x) = (1 -2 -3 •... • n)a„ = n ! ■ a„ 

Jede weitere Ableitung ist identisch Null. 

3. /(x) =sinx 

4. /(x) = cos t 

/' (x) = cos X 

/'(x) = —sin t 

/"(x) = — sinx 


/'"(x) = —cosx 

/ (4Ar) (x) = cos t 

/ (4) (x) = sinx 

f ( * k + V(x) = — sin t 

/ (5) (x) = cosx 

+ 

2 

ii 

i 

o 

o 


/ (4/c + 3) (x) = sin / 

f {n) (x) = sin ^x + 

/ (w) (x) = COS + 77-^-j 


5. f-y = —— . C ° S * Die Werte von f f und f" für x = 0,46 sind zu berechnen. 

J J sinx j j 


Lösung: 

Diese Funktion ist für alle x ¥= k-n (k e Z) definiert 
1 — cos x 

y = —•- 

sinx 

, 1 — COSX 

y sin 2 x 
„ (1 — cosx) 2 

^ sin 3 x 


/ (0,46) =0,2341 

/' (0,46) =0,5274 
/" (0,46) =0,1235 


AUFGABEN 


4.71 Berechnen Sie die zweite Ableitung: 

a) y = tanx b) y = sin 2 * c) y = sin 3 * 

4.72 Berechnen Sie die dritte Ableitung: 

a) y = xsinx b) y = x 2 cosx c) y = xe v 

4.73 Berechnen Sie die n -te Ableitung von y = x n . 


4.74 Bilden Sie alle Ableitungen: 

a) y = x 4 — 3x 2 b) z = 5 j> 3 — 6y + 3 c) f(u ) = — w 3 + 2 u 2 — 15 

d) s=f 4 —3/ 3 + 2 e) /(z) = 2z 4 -3z 3 -z+l f) G = 3u 2 -2u+l 


4.75 Berechnen Sie alle Ableitungen von P n (x) an den Stellen x^ = 1 und x 2 = —2,35. 

a) = 2 x 2 — 4 x + 5 b)j> = 3x 3 — 6x 2 + 2x — 4 c) jy = 5 x 4 — 6 x 3 + 7 x — 28 

4.76 Für welche Polynome dritten Grades ist: 

a) /(l) = -1 /' (1) = 0 /" (1) = 2 /"'(l) = 6 

b) /(0) = 2 /' (1) - 2 /" (0) = 0 /"'(2,7) = 12 

4.77 Welche Beziehung muß zwischen den Koeffizienten eines Polynoms dritten Grades 
herrschen, damit die zugehörige Kurve keine waagrechte Tangente besitzt? 
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4.14 Differential einer Funktion 

Die Funktion /(je) sei an der Stelle x differenzierbar. 




Das Dreieck PRP\ heißt Sekantendreieck oder 
Differenzendreieck. 

Das Dreieck PRQ heißt Tangentendreieck oder 
Differentialdreieck. 


Es ist Ax = dx. 

Die Höhe d y des Tangentendreiecks ist im allgemeinen 
von der Höhe RP 1 = /(x + Ax) — /(x) = Ay des Sekan¬ 
tendreiecks verschieden. 



© 


dx und dy heißen Differentiale. 


dy heißt das Differential der Funktion /: y = /(x). Man schreibt auch d/(x). 
Im Tangentendreieck gilt: RQ= PR i&ncc. 

Wegen tan a = /' (x) können wir schreiben d y = /' (x) • dx bzw. d y = y' • dx. 


dy = y' dx = f (x) dx 

Man erhält das Differential dy einer Funktion y = /(x) an der Stelle x, indem man ihre 
Ableitung an dieser Stelle, nämlich y' =/' (x), mit dem Differential dx ihres Arguments 
multipliziert. 


Beachten Sie, daß dx von x unabhängig ist, daher wie eine Konstante behandelt wird, wäh¬ 
rend dy eine Funktion von x ist! 


Bei kleinem Ax gilt: Ay « dy = /'(x) • dx 

Das Differential dy ist also ein Näherungswert für die tatsächliche Funktionswert¬ 
differenz Ay. Die Näherung ist linear oder von erster Ordnung. 


^ Beachten Sie: dy ist nicht der Grenzwert von Ay. 


BEISPIELE 

1. Das Differential d^ = ^'dx der Funktion y = x * 1 2 * 4 ist dj> = (x 4 )'dx. 

d>> = d(x 4 ) = 4x 3 dx 

Für den Punkt P A (21 j> a ) und dx = Ax = 0,5 ist: dj; = 4 • 2 3 • 0,5 = 16 
Der Funktionszuwachs ist: Ay = 2,5 4 — 2 4 = 23,0625 

2. Das Differential d^ = ^'dx der Funktion f:y = sinx ist dj> = (sinx)' dx. 

dy = d (sinx) = cosxdx 

Für den Punkt P } 1 und dx= 0,1047 ist: 

dy = 0,7071 • 0,1047 = 0,0740 und Ay = sin 0,8897 - sin -j = 0,0698 
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3. Das Differential der Funktion/: y = lnx ist dy = (lnx)' dx. 

Hx 

dy = d(lnx) = — 


4. Das Differential der Funktion f:y = sin 2 * ist d y = (sin 2 x)'dx. 

dy = d(sin 2 x) = sin2xdx 

5. f:y = x 2 d y und Ay an der Stelle x=2 sind zu berechnen, wenn Ax = dx = 10 

bzw. 0,00001 ist. 



Wir sehen, daß sich die Funktionsdifferenz Ay und das Differential d y um so 
weniger unterscheiden, je kleiner man dx wählt. 


AUFGABEN 

4.78 Berechnen Sie das Differential der Funktion: 

a )y = x 4 b)y = 2x 5 -3x 2 c) y = 2x 3 + 4x - 5 

d) y = e v e) y = cos x f) y = tan x 

4.79 Berechnen Sie d y für die obigen Funktionen, wenn 

a) x = l; dx = 2; 1; 0,1; 0,01 ist. 

b) x = ~\ dx = 0,18; 0,01; 0,001 ist. Vergleichen Sie dj> mit Ay. 


4.15 Differentialquotient 


d v 

Den Quotienten der Differentiale d y und dx nennt man den Differentialquotienten 

d y I 

Man spricht: „d y nach dx“. Aus d^ = /' (x 0 ) dx folgt: -j-H = /' (x 0 ) 

'Xo 

Wir erkennen: 


Der Differentialquotient 

-fix) 

an der Stelle x = x 0 . 



= /' Oo) 


ist gleich der Ableitung der Funktion /: y 
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Wir haben damit auch für die abgeleitete Funktion von /: y=f(x ) zwei verschiedene 
Schreibweisen kennengelernt, nämlich /' und Auch ist üblich. 

Die zweite Schreibweise ist oft bequemer, weil man den Differentialquotienten wie einen 
Bruch behandeln kann. 


► 


Ay 

Der Differenzenquotient ist gleich der Steigung der Intervallsehne und damit auch 
gleich der Steigung der zugehörigen Sekante, 
dy 

Der Differentialquotient ist gleich der Steigung der Tangente im Punkt P(jc| y). 


4.16 Angenäherte Fehlerbestimmung 

In der Praxis muß man oft zu einer Änderung des Arguments, z. B. der Temperatur, die 
zugehörige Funktionswertänderung, z. B. die Längenänderung eines Stabs, ausrechnen. 

Wir haben gesehen, daß man für kleine Argumentsänderungen Ax mit hinreichender 
Genauigkeit Ay « d^ setzen kann. 

Geometrisch bedeutet dies, daß die Kurve im betrachteten Intervall durch die Tangente 
im Intervallanfangspunkt ersetzt wird. Die Funktion wird linearisiert. 

Wir beschränken uns in diesem Abschnitt auf eine unabhängig veränderliche Größe und 
untersuchen, welchen Einfluß ein Fehler der Ausgangsgröße (Meßfehler) auf das Resultat 
der Berechnung hat. 

Eine Meßgröße x sei mit dem Fehler Ax und der Funktionswert / mit dem Fehler Ay 
behaftet. Wir können, wie schon erwähnt, Ay = f(x + Ax)— /(x) durch das einfacher zu 
berechnende dy ersetzen und erhalten: Ay «/'(x) Ax 

Weil der absolute Fehler nicht die Genauigkeit der Messung charakterisiert, führt man den 
Ay 

relativen Fehler -ein. Der relative Fehler wird oft in Prozenten angegeben. 



BEISPIELE 


1 . 


Die Seite eines Quadrats wird mit fl =8,12 cm ±0,5 mm gemessen. 
Wie groß ist der Fehler des Flächeninhaltes A ? 

Lösung: 

A ? . . . , „ . AA dA 

A = a 2 AA^dA = 2a-Aa —— »—— 

A A 

AA ^ dA = ±2-8,12-0,05 cm 2 = ±0,812 cm 2 


Der relative Fehler beträgt 
AA 2 aAa ^ Aa „ 0,05 
~Ä~~ fl 2 =2_ ^ = ±2 'JÄ2 


= ±0,0123 \AA \ «0,81cm 2 


\ AA \ 

I A I 


1 , 2 % 


fl 
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2. Ein Winkel wird mit a = 31,60° ±0,05° gemessen. 

Wie groß ist der Fehler von /: y = sin al 

Lösung : Ay=f'(a)Aa ^ = sinor =>- dy = cos er da 

Ay = cos 31,60 ° • A a = 0,8517( ± 8,727 • 10 - 4 ) = ± 7,43 -10 - 4 

Der relative Fehler beträgt ^ -= 1,42 • 10 ~ 3 d. h. 0,14% 

\ y \ 0,524 

Ay = ±7,43 -IO" 4 \—\ = 0,14% 

I ^ I 


3. Die Stromstärke kann man mittels einer Tangentenbussole nach der Formel 
i = C tan or bestimmen. 

Wie groß ist der relative Fehler, wenn a auf ±0,5° genau abgelesen werden kann? 
Lösung: i = Ctan er Ai ^ di 

,. C , .. CAa , Ai CAa-cosa 2Aoc 

d i = - z — da => Z\ z =- z — bzw. —:— =-;-——:-= ——-— 

cos 2 a cos 2 a i cos 2 a • C• sin a sin 2a 

Wir setzen A a = 0,5 • 0,01745 ein und erhalten —H = ■ . ’ —% 

| i | sin 2 a 

Es ist zu ersehen, daß der relative Fehler um so kleiner ist, je näher a bei 45° liegt. 

4. Wie wirkt sich ein Ablesefehler von 0,1 mm bei einer 25 cm langen Grundskala eines 
logarithmischen Rechenstabes aus? 

Lösung: 

1 dje 

Die Gleichung der Funktionsleiter lautet y = lgx Es ist also: dj> = - ^ 

A x 

Daraus folgt: —- = ln 10- Ay 

Die Skala ist 250 mm lang. Von dieser Einheit ist Ay= 0,1 mm der 2500ste Teil. 

Es gilt daher: — = -^r = 9,2 • 10 ~ 4 « 1 V»o 
° x 2500 


Wir sehen, daß die logarithmische Skala an jeder Stelle dieselbe relative Genauig¬ 
keit aufweist 1 . 



AUFGABEN 

4.80 


Die Kante eines Würfels mißt a= 13,60 cm ±0,5 mm. 

Wie groß sind das Volumen und dessen prozentueller Fehler? 

Der Durchmesser eines Kreises wird mit 8,52 cm; 8,55 cm; 8,49 cm gemessen. 

Wie groß sind der mittlere Durchmesser, der Flächeninhalt und der Umfang und die 
Fehler dieser Größen? Jsiui A&yJ 


4.82 Wie groß ist die Kapazität einer Kugel vom Radius r= (10,00 ±0,05) cm, wenn 
C=4n£ 0 r gilt und £q = 8,86 • 10 -12 As/(Vm) ist? 

4.83 Für kleine Ausschläge eines mathematischen Pendels gilt T= 2n 
Berechnen Sie den relativen Fehler von T, wenn Al der Meßfehler von / ist. 



Eine linear geteilte Skala weist an jeder Stelle dieselbe absolute Genauigkeit auf. 
















5. Verkettete Funktionen, Kettenregel 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 
a den Begriff verkettete Funktion erklären; 
a die Kettenregel angeben; 
a die Ableitung einer verketteten Funktion bilden; 
b die Ableitung einer Funktion in impliziter Darstellung bilden; 
b Arkusfunktionen, Hyperbelfunktionen und Areafunktionen ableiten. 


5.1 Verkettete Funktionen 

Es seien die Funktionen y = / a (z), die Menge der geordneten Paare (z, y ) mit dem Defini¬ 
tionsbereich Z und dem Wertebereich Y, und z=f(x ), die Menge der geordneten Paare 
( x, z) mit dem Definitionsbereich X und dem Wertebereich Z'cZ, gegeben. 


Die Menge der Paare {x, y) mit dem Definitionsbe¬ 
reich X und dem Wertebereich Y x c Y ist die 
verkettete Funktion y = f(x) = / a [f (x)]. 


Wir schreiben symbolisch: 

X f\ Z f Y 
—► —► 

/ 



Man bezeichnet / a als äußere und f als innere Funktion der zusammengesetzten 
Funktion f 


Analog wird die Schachtelung von mehr als zwei, aber endlich vielen Funktionen definiert. 


Beim Rechnen muß man die Rechenschritte in der Reihenfolge 
innere Funktion, 
nächstäußere Funktion, 

äußerste Funktion 

durchführen. 


BEISPIELE 


1. y = sin 2 jc 

Um sin 2 x zu berechnen, müssen wir zunächst sinx berechnen und dann quadrieren. 
Somit: f: z = sinx / a : y = z 2 
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2. y = sinx 2 

Um sinx 2 zu berechnen, müssen wir zunächst x 2 berechnen und dann sin (x 2 ) ermit¬ 
teln. Somit: f: z = x 2 f a \ y = smz 



y=f(x) =/>[/(*)] 

y =/a(z) 

z=/(x) 


1 

1 


3. 

^ “ (x 2 + 2) 2 


z = x 2 + 2 

4. 

y = ln (2 x -1- 3) 

I L 

II 

z = 2x + 3 

5. 

j; = ]/a 2 -1- X 2 

y=(z 

z-= a 2 ^rx 2 — 


AUFGABEN 


Stellen Sie die Funktionen als verkettete Funktionen dar. 


5.01 a)^ = l/3x 2 -4 


O 

II 

1 

5.02 a) y = (2 x + l) 2 

b ) y = [3(x 2 - 2) - 5] 3 

c) y = (5]/x — 3) 2 

5.03 a) y = sin 2 x 

b) y = cos ( 5 1 + yj 

c) y = sin 2 (3x + 0,5) 

5.04 a) ^ = e 5 * 2 + 2 

_(-ü) 2 
b) y = e v " ' 

, 1 

5.2 Kettenregel 




Es gelte: y = /(x) = / a (z) = / a [f (x)] 

Wir setzen voraus, daß y = / a (z) und z = f(x) differenzierbar sind und der Werte¬ 
bereich von / ganz im Definitionsbereich von f a enthalten ist. Dann ist auch die verkettete 
Funktion differenzierbar. Es gilt dann die Kettenregel. 


y=fW=fdz]=fAMx)\ - y' =/' (x) =/ a ' (z) •/' (x) 

Die Ableitung einer verketteten Funktion ist gleich dem Produkt der Ableitungen von 
äußerer und innerer Funktion. 


BEISPIELE 

1. /: y = sin (2x) /' (x) = ? 

Lösung: 

äußere Funktion / a : y = sinz fj (z) = cosz 

innere Funktion f : z = 2x f (x) = 2 

y' =/a' 00/' 00 = (cosz) -2 


äußere Ableitung (nach z) 
innere Ableitung (nach x) 

y' = 2 cos 2 x 


^ Die Nichtbeachtung der Kettenregel ist der häufigste Schülerfehler beim Differenzieren! 
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2. /: y = sin 2 * f'(x) = ? 

Lösung: 

/ a : j = z 2 / a '(z) = 2z f : z = sinx /i'(x) = cosx 

/'(x) = A' (z) f' (x) = 2 sin x cosx = sin 2x j/' =sin 2x 


3. /: = sinx 2 /'(x) = ? 

Lösung: 

/ a : V = sinz / a '(z) = cosz 

/' (x) = A' (z) f' (x) = 2xcosz = 2xcosx 2 


z = x 2 


f'(x) = 2x 

y' =2xcosx 2 


Die Kettenregel läßt sich einprägsam mit Hilfe von Differentialquotienten schreiben: 


dy _ 

dy 

dz 

dx 

dz 

dx 


Die Kettenregel kann erweitert werden: 

Für y =f(x)=A\A(f 3 (x))] mit y=f 1 (u) mit w=/ 2 (z) und z=/ 3 (x) gilt: 

_dy du dz 


=/'(*) =/i'(w) -/ 2 '(z) 'Ai' (x) = 


du dz dx 


, dy du dz 
^ du dz dx 


BEISPIELE 

4. f:y = ]/ 5^TT /'(*)=? 

Lösung: 

y = 1/5 x 2 + 1 = |/z mit z = 5 x 2 + 1 

wr <,0 '> 


^ = 


5x 


j/5x 2 + 1 


5. /: j = e sin (x3) /' (x) = ? 

Sowohl die Exponentialfunktion als auch die Sinusfunktion sind für alle reellen x 
definiert. Es ist daher D=\ R. 


Lösung: 

y _ e sin (x 3 ) 


= e“ a w = sin z a z = x 3 


djy _ dy dt/ dz 
dx du dz dx 


y' = 3 x 2 e sin (x3) cos x 3 


6. /: v = 


/'(*) = ? 


Lösung: 

ln a ist durch die Gleichung e lna = a für positive Werte von a definiert. 

Wir können daher für a x = (e lna ) x = e*' lna setzen und erhalten somit unter 
Anwendung der Kettenregel: 

(a x )' =e Y lna -ln a = a x \na 


(a x )' = a x - ln a für a > 0 und xefl 
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Häufig vorkommende Spezialfälle der Kettenregel: 

1- y = y/W - yü mit u= f(x) 

Ay _ dy du _ 1 /'(x) 

dx du dx 2][Z J ( ’ 2]/7öö 

2. = ln (f (x)) = ln u mit u = /(x) 

Ay_ = dy du 1 f(x) 

dx dw dx /(x) 

3. = sin (cox + cp) = sin u mit u = cox + (p 

d v d v d u 

"dx = ~&u ' ~dx = ^ C0S M ) * 60 = 60 ' cos C 6 ** + <p) 


[y/w ]' 


*1m 


[ln/(x)]' = 


/w 

/(*) 


[sin (tux 4- <p)]' = co cos (tu x 4- (p) 


AUFGABEN 

Differenzieren Sie die Funktionen f Berechnen Sie jeweils f( 1,2) und /'(1,2) für: 
a = 3,2 6 = 0,8 r = 2,1 c = 0,4 </ = 0,1 


5.05 

5.06 

5.07 

5.08 

5.09 

5.10 

5.11 

5.12 

5.13 

5.14 

5.15 

5.16 


a) 

a) 

a) 

a) 


a) 

a) 

a) 

a) 

a) 

a) 


y = 

(2x-3) 2 

b) 

y = 

(3x + 5) 2 

c) 

y = 

= (2 + 3 u 2 ) 4 

y = 

(x 2 — 2 x + 5) 3 

b) 

y = 

1 

+ 

c) 

y = 

■Hr 

y = 

(fc-lf 

b) 

y = 

(*+fc) 4 

c) 

y = 

- - 2 a \ 









y = 

Ifems 

b) 

y = 

y9x + 2 

C) 

y = 

= lf4ß r TJß 

y = 

y* 2 (x-2) 

b) 

y = 

V4X-1 -3x 

c) 

y = 

= h 2 — i>i 

y = 

i 

ax 4- b 

b) 

y = 

3 

(4x — 3) 2 

C) 

y = 

-(^+ 2)' 1 

y = 

x 2 Vl2-5x 

b) 

y = 

(x + l)Vx - 1 

C) 

y = 

=y7« 2 -i) 


~\/2 — x 

b) 


l/2 + x 

c) 


l/2 Z 2 - 1 

y = 

|r 2 + x 

y = 


y = 

~ |/ 3 z 4- 4 


l/2-x 2 



l/2 + x 2 


y = 

1 / a + 6x 

y = 

\ 2 + X 2 

b) 

y = 

r 2 -x 2 

c ) 

|r fl — 6x 

y = 

y(x-i)(x 2 + i) 

b) 

y = 

l/ a + x 
) a — x 

c) 

z = 


y = 

sin 3x 

b) 

y = 

sin ax 

C) 

X = 

"‘"(t + t) 

y = 

sinj/x 

b) 

y = 

sinj/2x 4- 3 

c) 

y = 

= sinj lat + 6 
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bx + c 


5.17 a) y = cos 5 x 

5.18 a) y = 1/cosx 

5.19 a) y 

5.20 a) y 

5.21 a) y = (xtanx) : 

5.22 a) y 

5.23 a) y = ln 


t = cos^xsinx 


ln (2 x + 3) 
x + 1 


b) y 
b) y 
b) y- 
b) y 


^x — yj c) y = cos 1/77 

c) y = cos(x|/l + x 2 ) 


1/cosx 2 
: sin ^x + yj sin ^x — yj 


x- 1 


b) y = tan 

b) y 
b) y 


x 3 tan 2 x 
ax + b 


> = ln 


cx — d 
ln (x 2 + 4x) 
x- 1 


X + 1 


c) y = tan ][ri 2 
c) y = ln(l + x) 
c) y = ln ( u 2 + u) 2 
C) f(r) = ln(a+ -yj 


5.24 a) y 

5.25 a) y 

5.26 a) y 


-( 4 -) 

-vüf 


b) y 
b) y 
b) y 


= ln(]/<7 + b]fx) c) y = ln ]/a 2 — d 2 

-m '»-«m 


-'”!/?¥ «-'-yw *»-y? 


c) y- 

c) y -- 


+ x" 


5.27 a) y = ln 1/(2x — l) 3 b) .y = ln 2 (3x - 4) c) >> = ln 3 V(5 / - 3) 2 

5.28 a) y = 


1 \ l J a + x 

1 [ä 1 la + x + yä" 


1 1/fl + X + l/fl 
— i/— -./——— 1 r 

j a |/ a + x — ]/ a 


5.29 a) y = lnV cosx 


b) 7 = 


’ = ln 


1 — tan x 
ln 2 cos x 


5.30 a) y 

5.31 a) y 

5.32 a) 1 y = e kx 

5.33 n) y = 10 2 * + 1 

5.34 a) y 

5.35 a ) x y 

5.36 a) y 


1 4- tan x 


b) y = ln 


ln cosl/x 
1 — tanx 


c) f(a) = ln 


* a 

tan y 


1 + tan x 


c) y = ln cos 2 /? 


b) y 
b) y 

*>) y 
b) 1 y 




, 1 + sinflx . , . 1/ax + b 

! ln \/-—— - C) y = In sin [/ ^ + 

d) y = ^ 


cos ax 
e 3 * -5 c) y = e*‘ 


= 10^ 


c) y = 10' 


.igV* +1 


d) ^ = 10 3 

d) = 6 sinor 


y(e** + e~**) b) = 


, = ef x 


b) = df* 


kcf x * c) y = 5 X ~ 2 

*3 e 3, c) y = e'j/yf «» J- = eV "|/y7f 

3 _ _ 

c) y = e^ x2 + fl2 d) ^ ~ ,2 


k= 2 
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5.3 Ableitung einer Funktion in impliziter Darstellung 

Es sei die Relation y 1 2 = x gegeben. 




Graph der Relation y 2 = x Graph der Wurzelfunktion y = |/x 


y 2 = x a y > 0 ist eine Darstellung der Wurzelfunktion y = |/x. 

Um y' zu erhalten, ohne erst y explizit als Funktion von x darstellen zu müssen, gehen wir 
folgendermaßen vor: 

Wir betrachten y 2 als zusammengesetzte Funktion von x, schreiben also [/(x)] 2 = x. 

Die Ableitung der rechten Gleichungsseite ist 1, die Ableitung der linken Seite erhalten wir 
mittels der Kettenregel, sie ist: 2/(x) •/'(x) bzw. 2 yy' .. 


Somit gilt: 2y-y'=\ und damit ist 


y' 


1 


2y 


Gegeben ist die Gleichung g(y) = h(x), wobei y=f(x) gilt. g(y) ist daher eine verket¬ 
tete Funktion von x, nämlich g[/(x)]. Es ist somit g[/(x)] = h(x). 

Nach der Kettenregel gilt: g'(y) */'(x) = h' (x) 

Wegen f'(x) = y' ergibt sich somit: Aus g(y) = h(x) folgt g' (y) -y' = h' (x) 


Oft ist es notwendig, eine in impliziter Darstellung F(x,j>) = 0 gegebene Funktion zu 
differenzieren. 

Man kann die Ableitung erhalten, ohne erst die Funktion in der expliziten Form 
y = /(x) darstellen zu müssen 2 . 

Wir fassen y als von x abhängig auf, betrachten also F(x,y) als eine verkettete Funktion 
von x, die den konstanten Wert Null hat: F(x,y = /(x)) = 0 

Die Ableitung der rechten Seite der Gleichung ist Null, daher muß auch die Ableitung der 
linken Seite der Gleichung, also die Ableitung von F(x,y= /(x)), die wir mit Hilfe der 
Kettenregel bilden, gleich Null sein 3 . 

Wir schreiben F(x,y) = 0 => F' (x,y,y r ) = 0. 

Die Relation F' enthält y' = /' (x) nur linear und kann daher im allgemeinen nach y' aufge¬ 
löst werden. 

Dieses Verfahren wird implizites Differenzieren genannt. 

Notwendige Voraussetzungen sind: 

— Durch F(x,y) = 0 muß y als Funktion von x definiert sein. 

— Alle auftretenden Einzelfunktionen müssen ableitbar sein. 


1 Wegen /(x) = y und f'{x) = y' 

2 Die explizite Darstellung ist oft nicht möglich! 

3 (c)' = 0 (0)' = 0 
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BEISPIELE 


1. 


2 . 


Die Gleichung des oberen Halbkreises mit dem Radius r und dem Mittelpunkt im 
Ursprung lautet: x 2 + y 2 = r 2 für x e [ — r, 4- r], y e [0, r ] 
y' ist zu berechnen. 

Lösung: 

Die linke Seite der Gleichung läßt sich als Summe der beiden Funktionen u(x ) = x 2 
und u(y ) = y 2 auffassen, wobei u(y) = y 2 wegen y = f(x) eine mittelbare Funktion 
von x ist. 

Wir erhalten daher v'(f{x )) mittels der Kettenregel. Die äußere Ableitung ist 2 y, die 
innere Ableitung y'. Daher ist die Ableitung von u nach x gleich 2 y-y f . 


Wir erhalten somit: 2x + 2yy'=0 a > 0 



a y > 0 


y 2 - x 2 y = 3 

Die Steigung des Graphen im Punkt P 1 (11 y t > 0) ist zu berechnen (Graph auf 
Seite 99). 

Lösung: 


Jeder Term, der y enthält, muß als mittelbarer Term von x betrachtet werden! 

iy 2 ix)y-2yy' 


F(x,y) = y 2 — x 2 y -3 = 0 
2 yy' —(2xy + x 2 y') = 0 


(x 2 •}>(*))' =2 xy(x) + x 2 y'{x) 
2 xy 
2y — x 2 


x t = 1 => y 2 - y 

2x 1 y i 


■ 3 = 0 ^ yi = \ + ^ = 2,303 


= 


= 1,277 


2^i - Xi 2 

3. Die VAN-DER-WAALS-Zustandsgleichung für C0 2 bei 0 °C lautet: 
(V — 0,04275) = 22,4 
l p zu 

0 und differenzieren dann nach p : 


/ 3,609 \ 

(/> + V2 ) 


V 2 V- 0,04275 
1 - 2 • 3,609 V~ 3 V + 22,4 (V - 0,04275) - 2 V = 0 


V' = 


7,218 

V 3 


y = 


k x = 1,277 


Um die Ableitung von V nach p zu erhalten, formen wir zunächst um: 

3,609 22,4 

P + - - 


22,4 


(F- 0,04275) 2 


AUFGABEN 


Ermitteln Sie y' durch implizite Differentiation und berechnen Sie die Steigung des 
Graphen im Punkt R,. 


5.37 y 2 — 2x = 0 

5.38 (y-3) 2 -2p(x-2) = 0 

5.39 x 3 — 2y 2 = 0 

5.40 x 2 + y 2 — 2x + 3y — 6 = 0 


P,(3A2\y, <0) 
Pi(ß\y 1 < 3\p = 4 
P\ (2,51 ^ > 0) 
Pi(ia\yi<0) 
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2 2 2 


5.41 

x 3 + y 3 - a 3 = 0 

P 1 (- 2 |j; 1 > 0 ), a = 8 

5.42 

_L 2 

X 2 + y 3 - b = 0 

Pi(l|^> 0 ), 6 = 3 

5.43 

O 

O 

1 

PA2\yd 

5.44 

sin(x^) — 1 = 0 



5.4 Ableitungen der Arkusfunktionen 


Um die Ableitung von y = arcsin x berechnen zu können, lösen wir die Gleichung nach x 
auf. Wir erhalten x = sinj> bzw. x — siny = 0 und differenzieren diese Gleichung nach x, 
wobei wir berücksichtigen, daß y eine Funktion von x ist: 


1 — cos y -y' =0 
Es gilt also: (arcsin x ) 7 


Somit ist: y’ — 
1 


1 


1 


1 




cos J' Vl — sin 1 2 y ]/l — x 2 

und entsprechend: (arccos x ) 7 = ■ 




Um die Ableitung von y = arctan x zu finden, bilden wir x = tany und differenzieren diese 
Gleichung nach x: 

1 = (1 + tan 2 y)-y' Somit ist: y' = . } — t— = —y —7 

v ' 1 + tan 2 j> 1 + x 2 


(zrcsmxy — 

für | x | < 1 

2 

(arccos*)' 

für | x | < 1 

.. . 2 

(arctan x )' - 1 + ^ 2 

für x G IR 



BEISPIELE 


1. 


2 . 


3. 


4. 


= x-arcsin x 


v = arccos — 



.y = jc arctan x 
y 7 = arctan x + 

1 

y = arctan— 

7 x 


1 


- lnl/TF 

X 

1 + X 2 ]/l + JC 2 l/l +x 2 
1 1 




c 2 1 
1+-T 

X 2 


v 7 = arcsin x + , — 

Vl - JC 2 



y' = arctan x 


y' = 


1 

1 + X 2 


1 Wiederholen Sie zunächst Band 2, Abschnitt 9.8. 

2 Beachten Sie: D ^ D' 
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AUFGABEN 

Differenzieren Sie die Funktionen nach x: 


5.45 a) y = arcsin 2 x 

5.46 a) y = arcsin (k sinx) 

5.47 a) y = arccos x 2 


5.48 a) 7 = arccos 


5.49 a) y = arcsin 


f 


— x 


+ X 

fl + 6 sinx 


b + fl sin x 

5.50 a) = arctan kx 

5.51 a) y = (arctan x ) 2 


5.53 a) ^ = ln (arctan x) 


b) y = arcsin ]/x 
b) y = arcsin (k cos x) 
b) y = (arccos x ) 2 


b) y = arcsin 


x 2 - 1 

X 2 + 1 


, x fl + b cos x 

b) v = arccos - 7 —- 

b + fl cos x 

b) y = arctan ]/x 

b) y = arctan e A 


5.52 a) v = arctan- 7 - 7 - b) y = arctan 

x — 0,2 


n 


5.54 a) y = x arctan x — ln ]/l + x 2 

5.55 a) y 


+ x 

b) y = arctan (ln x) 

b ) y = 


c) y = (arcsin x ) 2 
c) y = arccos kx 


c) y = arcsin \x 2 — 1 

x x 2 — fl 2 

c) y = arccos x2 + fl2 


1 


c) y = arccos -^ 5 + t 

c) y = arctan x 2 

c) y = arctan (/c tan x) 

x 2 — fl 2 

c) v = arctan —7 - 7 

x 2 + fl 2 

c) y = ]/(arctan x) 4 

ov Ix ax\ 

— (x 2 + fl 2 ) arctan I — — ~ 2 ~J 


1 x 1 , fl + Vfl 2 — : 

— arccos-h —ln- 1 - 

X fl fl x 


X CI 

b) y = xarctan— — —ln(fl 2 + x 2 ) 


5.5 Ableitungen der Hyperbelfunktionen 


2 

e A + e ' 


Aus y = sinhx = 

Aus y = cosh x = 

Es ist ferner: j> = tanhx = 


e A + q~ x 

folgt y'= (sinhx)' =---= coshx 


folgt y' = (coshx)' =——-= sinhx 


sinhx 

coshx 


Somit: (tanh x)' = x 


, V_L 

\ coshx/ cosh 2 x 


(sinhx)' = coshx 
(tanhx) ' 


(coshx)' = sinhx 

= 1 - tanh 2 x (cothx)' 7 = 1 — coth 2 x 

sinh 2 x 


BEISPIELE 


1 . y =— +ln (sinhx) — xcothx y' = 

, coshx , ,, 

y = x + —r—. — — coth x — x + x coth^ x 
sinhx 


y ' = x coth 2 x 


Wiederholen Sie zunächst Band 2, Abschnitt 10. 
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2 . 


Die Bewegungsgleichung des freien Falls mit Berücksichtigung des Luftwiderstandes 
lautet: 

v 's 2 . , g t 

s =-ln cosh— 

g Vs 

Es ist g die Erdbeschleunigung, t die Zeit und u s die stationäre Geschwindigkeit, das ist 
jene Geschwindigkeit, gegen die u mit wachsendem t strebt 1 . 

Die Geschwindigkeit u und die Beschleunigung a sind zu ermitteln. 


Lösung: 

ds u s 2 
U ~ dt ~ g 


V— /sinh-^j- 8 - 

u JLL \ «W ^ 


cosh J ^ 

v s 


Beachten Sie: 

a = ^j=vAl- tanh 2 - 61 ) • — 


lim v = v s - lim (tanh—) = u s - 1 = u s 

t^oo ,^oo\ V s I 

Vs ) V s 


v = atanh 


1L 


a = 




Die Anfangsbeschleunigung ist g. Die Beschleunigung nimmt mit wachsender Zeit ab, 
sie strebt mit t -► oo gegen Null. 


AUFGABEN 

Differenzieren Sie die Funktionen: 


5.56 a) y = sinh ( kx ) 

5.57 a) y = ln (sinhx) 

5.58 a) y = e sinh v 

5.59 a) y = sinh x 2 

5.60 a) y = x sinhx 


b) y = cosh (k]fx) 
b) y = ln (tanh*) 
b) y = e coshx 
b) y = sinh 2 x 
b) y = (sinhx) sinh * 


1 


y sinhx 
c) y = ln (cothx) 

c) y = e tanh v 

c) y = (sinh*)* 

c) y = (sinhx) C0Shv 


5.61 a) y = tanh Q kx b) y = xtanhx — ln (cosh*) 

5.62 a) y = sinh x cos x + cosh x sin x b) y = 2 x + sinh 2 x 


5.63 Bestimmen Sie die Extremwerte von y = cos x + coshx. 

5.64 Unter welchem Winkel schneidet der Graph von 

a) y = sinh* b) y = tanh* die x-Achse? 

5.65 Es ist zu zeigen, daß sowohl die Funktion = sinhx als auch die Funktion 
y = coshx der Gleichung y" —y = 0 genügen. 

5.66 Welche der Funktionen f\\ y — sinx fc y = cosx / 3 :j> = sinhx und 
f 4 : y = coshx genügt der Gleichung j> (4) — y = 0? 


1 Luftwiderstand und Schwerkraft sind bei u s im Gleichgewicht. 
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5.6 Ableitungen der Areafunktionen 


Die Ableitungen der Areafunktionen erhält man durch Differenzieren ihrer logarithmischen 
Ausdrücke. 


y = arsinh x = ln (x + j/x 2 + 1 ) 


1 + 


y =■ 


y* 2 + i 


X + 1/x 2 + 1 


1 

1 /x 2 + 1 


Die Ableitung der übrigen Areafunktionen erhält man in analoger Weise. 

Beachten Sie, daß y = arcoshx für x > 1 definiert, aber nur in x > 1 differenzierbar ist! 


1 


1 


(arsinh*)' - _—- 

X G IR 

(arcoshx)' ,- 

x > 1 

l /* 2 + 1 


1 /x 2 - 1 


(artanh x)'—^ ^ 2 

|x| <1 

(arcothx)' — ^ 

1 x | >1 


BEISPIELE 


1 . y = arsinh (sinhx) y' =? 

Lösung: Aus der Definition folgt: >> = x daher ist y' = 1 


2 . 


v = xartanh— + — ln(fl 2 
7 a 2 


-x 2 ) ui <|a| >>' 


= ? 


Lösung: 

X X 

y' =artanh— H- 

a a 


1 a — 2 x 


y' = artanh — 
fl 


AUFGABEN 

Differenzieren Sie die Funktionen: 


5.67 

X 

a) y = 3 arsinh — 

b) y = arsinh (coshx) 

c) y — arcosh . , 

7 1 - X 2 

5.68 

a) y = yartanh x 

b) y = artanh (tanhx) 

c) y — artanh ,- 

5.69 

a) = e* arsinh x 

b) y = arsinh e* 

c) ^ = x arcosh (x + yx 2 + 1) 


5.7 Logarithmische Differentiation 


Bei der Funktion der Form = /(x) = [w(x)] ü ^ w(x) > 0 

logarithmiert man zunächst und wendet dann die Kettenregel und die Produktregel an. 
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y =[«(*)]" w 
y' = 


ln = u(x ) - ln u(x) 
u' (x) 


= u'(x) • ln u (x) 4- Öi. u (*) 
y u(x) v 7 


u'(x) ln w(x) + u(x) 


u(x ) 


Dieses Verfahren nennt man logarithmische Differentiation. 
BEISPIELE 

1. y = x x y' 


y = x x 
Lösung: 
y = x x 


ln y = x lnx => -^— = \nx + x— 

y x 


y' = x*(l + lnx) 


y = x 
Lösung: 


1 


Wir logarithmieren zuerst beide Seiten der Gleichung y = x x zur Basis e: \ny = — lnx 
und differenzieren die linke und die rechte Seite dieser Gleichung getrennt nach x. 
y' 1 , 1 , 1 — lnx 


1 , 1 
- = ——Hnx + —r 
y x 2 x 2 


y = x 


y = x* inx 
Lösung: 

Typ: y= u(x) v ^ x \ daher logarithmieren wir die obige Gleichung ln^ = (sinx) lnx 
und differenzieren beide Seiten der logarithmierten Gleichung getrennt nach x: 

= (cosx) lnx + ~sinx ^ = x 5in *^(cosx) lnx + — j 


/ 


AUFGABEN 


Ermitteln Sie y' durch Logarithmieren und anschließendes Ableiten. 


5.70 a ) y = Y^ 

5.71 a) y = (a + bx) x 

X. _ 

5.72 a) y = ]/tanx 

i - 

. /l + x\i + 

5.73 

5.74 a) y 


«'-FI 

b) y = Vcotx 
b) y = (sinx)* 


5.75 a) y 


-t 

4 


x 2 — 3 


(x + 1) (x — 1) (x — 2) 


x — 5 


c) y = (a + bx) x 

, /l + x\TT^ 

c) y = (sinx) cos * 
c) y 


(x + 2) (x — 1) 


■4 

b 

»y- Y 


x — 2 


(X - 1) (X - 4) 

(x + 5) (x - 1) 
(x + 1) (x - 4) 

(x - 1) (x + 2) 
x 2 — 3 
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5.8 Differentiation mit DERIVE und MATHEMATICA 


Eine Funktion/wird folgendermaßen nach * differenziert: 
DERIVE DIF(f, x) oder C D x 

MATHEMATICA D[f, x] 


BEISPIELE 

!• /(*)- /(2 )=? /'(*)=? /' ( 2 ) = ? 


DERIVE 


x”4/ln(x) 


fix) 

2“4/ln(2) 

23.0831 

/(2 ) 

dif(x"4/ln(x), x) 

4 x"3/LN(x) - x~3/LN(x)~2 

fix) 

4 2"3/ln(2) - 2"3/ln(2)"2 

29.5152 

/'(2 ) 


MATHEMATICA 


f = x~4/Log[x] 
fvon2 = % / . x->2 //N 

23.0831 

fsl = D[f, x] 

-(x~3/Log[x]~2) + 4 x^/Logl^x] 

fslvon2 = % /. x->2 //N 

29.5153 


2. /: y = ^ s i^. S * Die Werte von f /', /", /'" für x = 0,46 sind mit Hilfe von 

MATHEMATICA zu berechnen. 


Lösung: 


f=(1-Cos[x])/Sin[x]; 

m 

fs1=D[f, x); 

; fs2=D[f, {x,2}] ; fs3=D[f, {x,3}]; x=0.46 

f (x) bis 
/"'(*) 

N[f] 

0.234143 

/(0,46) 

N[fs1] 

0.527412 

f (0,46) 

N[fs2] 

0.12349 

/" (0,46) 

N[fs3] 

0.307077 

/"'(0,46) 


3. 


Die vierte Ableitung von j = x 5 — 3x 2 + 5x — 6 ist mit Hilfe von DERIVE und 
MATHEMATICA zu berechnen. 

DERIVE 

dif (x~5 - 3 x‘2 + 5 x - 6, x, 4) 120 x / v (x) 


MATHEMATICA 

D[x~5 - 3 x‘2 + 5 x - 6, {x, 4}] 120 x 


T IV « 


Calculus Differentiate Variable, Ordnung der Ableitung 
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4. f: y = e si "^> /' (*) = ? 

DERIVE 


dif(exp(sin(x~3)), x) 

3 x~2 e~SIN(x~3) C0S(x~3) 

MATHEMATICA 

f = Exp[Sin[x“3]]; 
fsl - D[f, x] 

3 E~Sin[x~3] x~2 Cos[x"3] .. .* 


5. — x 2 y = 3 Die Gleichung der Tangente in (11 Vi > 0) ist mit Hilfe von 

MATHEMATICA aufzustellen. 

Lösung: 

f - y~2 - x~2 y - 3 

g = Solve[f = 0, y] {{y -> (x~2 - (12 + x~4) ~ (1 /2) ) /2}, 

{y -> (x“2 + (12 + x“4)“(1/2))/2}} 

y = (x Ä 2 + Sqrt[12 + x~4])/2; 

k = D[y, x] /. x->1 //H 1.27735 

t = Simplifyfyl + k( x - 1) ] 1.02543 + 1.27735 x 

Plot [{y, t}, {x, -2, 2}, GridLines -> Automatic, Frame -> True] 


6 . 



erzeugt die Zeichnung rechts, den Graphen der Relation y 2 — x 2 y = 3 


/: x x ist zu differenzieren. 

DERIVE 

DIF(x~x, x) x~x (LN(x)+1) 

MATHEMATICA 

D[x‘x, x] x"x + x~x Log[x] 


in einer Zeile geschrieben: D[Exp[Sin[x~3] ], x] 






























6. Näherungsverfahren von Newton 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie Näherungswerte von reellen Wurzeln einer 
Gleichung mit Hilfe der Formel von Newton verbessern können. 


^ Wiederholen Sie zunächst den Abschnitt 7 des 2. Bandes. 

Gegeben ist eine Funktion mit y = fix), deren Graph die jc-A chse an der Stelle x schneidet, 
und ein z. B. grafisch gefundener Näherungswert x 0 . 


Um einen besseren Näherungswert Xi zu erhalten, linearisiert man /(x) an der Stelle x 0 , 
d. h. man ersetzt die Kurve von / durch ihre Tangente in P Q . 


Diese Tangente bringt man an Stelle der Kurve mit der x- Achse zum Schnitt und erhält so 
x -[. Den noch weiter verbesserten Wert x 2 erhalten wir durch Zeichnen der Kurventangente in 

Pu USW. 


Nun untersuchen wir den Vorgang rechnerisch: 

Die Steigung der Tangente in P 0 ist fix 0 ); daher lautet 
ihre Gleichung y - /(x 0 ) = f (x 0 ) (x - x 0 ) 

Für den Schnittpunkt mit der x-Achse, also für (xJO) 
gilt: 

- fix o) = f (Xo) (X 1 - X 0 ) bzw. X\ = Xq 
Die weiteren Näherungswerte lauten: 



*2 = Xi - 


fix Q 

fix l) 


*3 = *2 - 


fix 2) 

fix 2) 



Ohne Beweis sei angeführt: 

Die Folge der Näherungslösungen, (x l5 x 2 , x 3 , ...), strebt gegen x, die Lösung der Glei¬ 
chung /(x) = 0, wenn 

1. / auf einem Intervall [a, b], das x 0 enthält, zweimal stetig differenzierbar ist, ferner 

2. fia)-f(b)< 0 und 

3. f" (x) # 0 für alle x e [a, b ] gilt. 

Hinweis für das praktische Rechnen: 

^ Für die Ausgangsstelle x 0 sollen die Vorzeichen von/(x 0 ) und/"(x 0 ) übereinstimmen! 
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In den Fällen 1 und 4 führt ein Ausgehen von 
Punkt P 2 zum Erfolg, in den Fällen 2 und 3 ein 
Ausgehen von Punkt Pi . 

^ Aus diesen Ausführungen und der nebenstehenden 
Skizze geht hervor, daß auf die Wahl des Aus¬ 
gangspunkts besonderer Wert zu legen ist. Ein un¬ 
glücklich gewählter erster Wert führt zu einer ufer¬ 
losen Rechnerei. Das Anlegen einer Skizze ist 
daher zu empfehlen. 



BEISPIELE 


1 . 


Die reelle Lösung der Gleichung 
x 3 + 0,66 x — 1,17 = 0 ist mit Hilfe des 
Newton-Näherungsverfahrens zu berechnen. 


Lösung: 


x i + 1 = Xi 


/(*«) 


/'(*;) 

/(*) = * 3 + 0 , 66 * - 1, 17 
/' (*) = 3* 2 + 0,66 
x 0 = 0,85 f{x o) = 0,00512 

x l = 0,8481874 f( Xl ) = 8,4 • 10 - 

x 2 = 0,848145 f(x 2 ) = 5 • 10 " 10 



-10 12 

f(x 0 ) = 2,8275 
fix 0 ) = 2,818265 


x = 0,848145 


2. x— cos x= 0 

x ist näherungsweise mit Hilfe von MATHEMATICA zu berechnen. 


Lösung: 

Wir zeichnen zuerst die Funktion. 


f = x - Cos[x] 

Plot[ f, {x, 0, 1}, 

GridLines~>Automatic, 
Frame->True ] 


Näherungslösung: 
*«0,75 



0 0.4 0.8 1.2 
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6. Näherungsverfahren von Newton 


Nun versuchen wir es mit dem Näherungsverfahren von Newton. 


f[x ] := x - Cos[x] 


fs1[x ] := 1 + Sin[x] 


y[x ] := x - f[x] / fsl[xj 


y[0T75] 

0.739111 

y[%] 

0.739085 

y[%] 

0.739085 


Näherungslösung: 
x = 0,739085 


Durch f [x_] : = x - Cos[x] wird vom Benutzer die Funktion/definiert, 
x ist hier ein Formalparameter. 

x - Cos[x] wird dann evaluiert, wenn der Wert von / angefordert wird. 

Der Unterstrich _ und das Ergibtzeichen : = kennzeichnen diese Art der Definition. 

Durch f [x] = x - Cos[x] wird der Funktionswert für den momentanen Wert von x 
berechnet. (Wenn für x kein Wert definiert oder errechnet wurde, dann wird / für den 
Wert 0 berechnet; in unserem Fall f [x] =0-1, also f [x] = -1.) 

Mit Hilfe der Funktion FindRoot können wir das Problem schnell lösen. 


FindRoot[x - Cos[x] == 0, (x, 0.75} ] {x -> 0.739085} 


Näherungslösung: x = 0,739085 


AUFGABEN 


Berechnen Sie x mit Hilfe des Näherungsverfahrens von Newton. 


6.01 

a) 

x 3 + 0,6 x + 1,3 = 0 

b) 

x 3 + l,2x-2,l = 0 


6.02 

a) 

x 3 + 0,4* - 0,7 = 0 

b) 

x 3 — 0,5 x + 1,9 = 0 


6.03 

a) 

x 3 - 1,1 x- 1,7 = 0 

b) 

x 3 -l,4x +0,80 = 0 


6.04 

a) 

x 3 + 2,77 x 2 + l,2x + 3,1 = 0 

b) 

x 3 — 4,25 x 2 + 5,17 x — 

21,72 = 0 

6.05 

a) 

x 4 -2x +0,40 = 0 

b) 

0,8x 4 -x 3 -100 = 0 


6.06 

a) 

x 2 - ][x - 4,62 = 0 

b) 

3.— 

x 2 - ]/x = 8,64 


6.07 

a) 

x 2 -\x + 0,252 = 0 

b) 

x 2 - |/x + 0,17 = 0 


6.08 

a) 

x — lnx = 1,82 

b) 

x - lnx = 7,45 


6.09 

a) 

t-h 

II 

H 

jsp 

1 

X 

b) 

e-* — 4 — 0,60 = 0 

4 


6.10 

a) 

e-' + y-0,912 = 0 

b) 

e* —f = 3,81 


6.11 

a) 

tan x — 0,5 x = 0 

b) 

tan x — x = 1 

c) tan x + x — 2 = 0 

6.12 

a) 

2 x — cos x = 0 

b) 

0,5 x — cosx = 0 

c) 0,25 x — cos x = 1 


Weitere Aufgaben finden Sie in Band 2, Abschnitt 7.2 










7. Kurvenuntersuchungen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ den Begriff steigende Kurve, fallende Kurve, Extremstelle und Extremwert erklären; 

■ Stellen, an denen die Kurve eine gegebene Steigung hat, berechnen; 

■ den Zusammenhang zwischen der ersten Ableitung einer Funktion und dem Verlauf der 
zugehörigen Kurve angeben; 

■ die Begriffe Tangentendrehsinn, Rechtskurve und Linkskurve erklären; 

■ die Begriffe relatives Maximum, relatives Minimum, Höchstpunkt und Tiefstpunkt erklären; 

■ die Begriffe Wendestelle, Wendepunkt, Wendetangente und Terrassenpunkt erklären; 

■ den Zusammenhang zwischen der zweiten Ableitung einer Funktion und dem Verlauf der 
zugehörigen Kurve angeben; 

■ Bedingungen für das Auftreten eines Höchstpunkts bzw. Tiefstpunkts angeben; 

■ die Koordinaten von Höchstpunkten und Tiefstpunkten von Kurven berechnen; 

■ Bedingungen für das Auftreten eines Wendepunkts angeben; 

■ die Koordinaten von Wendepunkten berechnen; 

■ die Begriffe gerade Funktion, ungerade Funktion, Symmetrie bezüglich der 1. Mediane, 
Asymptote einer Kurve erklären; 

■ den Begriff ganzrationale Funktion erklären; 

■ ganzrationale Funktionen vom Grad n < 4 diskutieren; 

■ gebrochenrationale Funktionen diskutieren; 

■ irrationale Funktionen diskutieren; 

■ Funktionen von gegebenem Typ aufgrund gegebener Anfangs- und Randbedingungen ermitteln; 

■ die Extremwertrechnung auf geometrische und technische Probleme anwenden. 


7.1 Der Zusammenhang zwischen Kurvenverlauf, erster und zweiter 
Ableitung 

Zwischen einer Funktion/und ihren Ableitungsfunktionenbestehen Zusammen¬ 
hänge, die wir analytisch untersuchen und geometrisch deuten wollen. 




/' Oo) > 0 => Kurve von / steigt an der Stelle x — x 0 
f (xo) <0 => Kurve von / fällt an der Stelle x = x 0 


Beachten Sie: 

Die umgekehrte Pfeilrichtung gilt nicht. Zum Beispiel steigt der Graph von f:y = x 3 an 
der Stelle x 0 = 0. Es ist f(x 0 — h) <f(x 0 + h), aber /'(()) = 0. 
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7. Kurvenuntersuchungen 


Wegen f'(x 0 ) = k Tangenle gilt: 


s 


s 


/'(jc 0 ) = 0 o waagrechte Tangente an der Stelle x = x 0 


Wir untersuchen nun die geometrische Bedeutung von /" an zwei steigenden Funktionen. 


Die Kurve mit y = f(x) ist eine Linkskurve, sie ist von oben konkav. 
Mit wachsendem x dreht sich die Tangente nach links 1 . 

Die Tangente liegt immer unterhalb der Kurve. 


f'(x ) wächst, weil die Tangente immer steiler wird. 



y'=f'(x)/ 


/" (*o) >0 => Graph von / ist Linkskurve 


y '1 y"=f"(x) 



X 


Die Kurve mit y=f(x ) ist eine Rechtskurve, sie ist von oben 

konvex. 

Mit wachsendem x dreht sich die Tangente nach rechts. 

Die Tangente liegt immer oberhalb der Kurve. 


/'(x) fällt, weil die Tangente immer flacher wird. 


s 


f" (*o) <0 => Graph von / ist Rechtskurve 


Die Umkehrung der Folgerung gilt jeweils nicht. 





Punkte, in denen der Tangentendrehsinn wechselt, also die 
Kurve von einer Linkskurve zu einer Rechtskurve (oder umge¬ 
kehrt) wird, nennt man Wendepunkte. 


/" (x) wechselt dort das Vorzeichen. Die Tangente in diesem Punkt 
heißt Wendetangente und durchsetzt die Kurve. 



Wenn die Kurve von / an der Stelle x = x 0 einen Wendepunkt hat und /" (x 0 ) existiert, 
so ist f" (xo) = 0. 


im positiven Sinn 
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Später wird gezeigt, daß f" (x 0 ) = 0 für einen Wendepunkt an der Stelle x 0 eine notwendige, 
aber keine hinreichende Bedingung ist. Es hat z. B. die Kurve der Funktion /: y = x 4 trotz 
f" (0) = 0 im Ursprung keinen Wendepunkt, sondern einen Flachpunkt. 


Wendepunkte mit waagrechter Wendetangente nennt man 

Terrassenpunkte. 

V‘ 

y7= f (x) 

In ihnen ist sowohl f'(x) = 0 als auch f"{x) = 0. 

A 

X 

o 

II 

o 

X 


7.2 Extremwerte 


Wenn eine Funktion /: y=f(x ) innerhalb eines bestimmten Intervalls an der Stelle 
x = a (x = b) einen größten (kleinsten) Wert besitzt, so sagt man, die Funktion / hat an 
dieser Stelle ein relatives Maximum 1 (Minimum 2 ). Für Maxima und Minima wird der gemein¬ 
same Ausdruck Extrema 3 4 gebraucht. Die Stellen x = a und x = b heißen Extremstellen. 
An den Extremstellen 4 der Funktion /befinden sich die Höchst- und Tiefstpunkte der Kurve 
von f 



Funktionen können mehrere, sogar unendlich viele Extremstellen haben. 

Der Name relativer Extremwert sagt aus, daß es sich nicht 
um den höchsten oder tiefsten Wert im Gesamtkurvenver¬ 
lauf handelt, sondern daß nur die Lage in bezug auf die 
nähere Umgebung beschrieben ist. Ein relatives Maximum 
kann einen kleineren Funktionswert haben als ein relatives 
Minimum an einer anderen Stelle der Funktion. 

R ! und R 2 sind Randpunkte des Graphen von y = f(x). Sie 
liegen an der Grenze des Definitionsbereichs. 

Aus den bisherigen Ausführungen ist leicht zu ersehen: 


Wenn / an der Stelle x = x 0 ein relatives Maximum oder Minimum hat und dort die erste 
Ableitung existiert, so ist /' (x 0 ) = 0. 



1 Höchstwert H; maximum (lat.) = das Größte 

2 Tiefstwert T; minimum (lat.) = das Kleinste 

3 extremum (lat.) = das Äußerste 

4 Unterscheiden Sie: Extremwerte (Scheitelwerte) und Extremstellen (Scheitelstellen). 
Extremwert = Funktionswert; Extremstelle = x -Wert 
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7. Kurvenuntersuchungen 


Daraus folgt: An der Stelle x 0 eines relativen Maximums ist, falls dort/' existiert,/'( jc 0 ) = 0. 

Eine Funktion kann aber auch an Stellen, in denen die Ableitung nicht existiert (Spitzen, 
Ecken, ...), relative Extrema haben. Die bereits erwähnte Funktion /: y — \x\ ist an der 
Stelle x = 0 stetig, besitzt dort ein Minimum, aber keine Ableitung! 

Beachten Sie, wie wichtig bei der Formulierung von Sätzen die Angabe der Voraussetzung ist. 
Folgender Satz ist falsch: „Wenn die Funktion/an der Stelle x 0 einen relativen Extremwert 
hat, so ist /' (x 0 ) = 0 “ 

Es muß richtig heißen: Wenn die Funktion/an der Stelle x 0 einen relativen Extremwert hat 
und /' (x 0 ) existiert, so ist /' (x 0 ) = 0. 

Es sei f in I außer an der Stelle x 0 e I diffe¬ 
renzierbar. 

Wenn f'(x 0 — h) > 0 und 
f'(x 0 + h)< 0 ist, so liegt bei x 0 ein 

Maximum. 

Wenn f'(x Q —h)<0 und 
f'(x 0 +h)> 0 ist, so liegt bei jc 0 ein Minimum. 


Wir haben bereits gezeigt, daß aus /' (x 0 ) = 0 
allein nicht auf das Vorhandensein eines 
Extremwertes geschlossen werden darf 1 . Die 
Bedingung /' (x 0 ) = 0 ist also für das Vorhan¬ 
densein eines Extremums nicht hinreichend. 


Wenn /" (x 0 ) < 0 (/" (x 0 ) > 0) ist, so liegt eine Rechts-(Links-)Kurve vor. 
Ist ferner f'(x 0 ) = 0, so liegt sicher ein Maximum (Minimum) vor. 


y y 



y"=i"(x) x 





Wir erkennen die hinreichende Bedingung für das Vorhandensein eines Extremums: 


/" (?) < o} ^ Maximum an der Stelle x = x 0 


r (*o) = oi 

/"(*o) > 0/ 


Minimum an der Stelle x = x 0 


Wenn f" (x 0 ) = 0 ist oder f" 
man folgende Bedingung: 

nur mit großem Aufwand zu berechnen ist, dann verwendet 

/'(*o) = o 1 

/'(x 0 + h) ■f(x o - h) < 0J 

j- => / hat an der Stelle x = x 0 ein Extremum. 


Anders ausgedrückt: 

Wenn /' (x) an der Stelle x = x 0 sein Vorzeichen ändert, dann liegt dort ein Extremum von 
/(*) vor. 


Terrassenpunkt 
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Bestimmung der Extremwerte einer Funktion / im Definitionsbereich D : 

1 . /' bilden. 

2. Die Gleichung /' (x) = 0 liefert die Werte x 1? x 2 , * 3 , • • •, unter denen sich die 
Extremstellen von /(x) befinden, falls es welche gibt. 

3. Für jede Stelle x lt x 2 , ... ist zu prüfen, ob dort ein relatives Maximum oder ein 
relatives Minimum vorliegt oder keines von beiden. 

4. Wenn der Definitionsbereich D abgeschlossen ist, müssen die Randextrema 
untersucht werden. 

5. Wenn Unstetigkeitsstellen von /' vorliegen, muß (z. B. an Hand des Graphen) 
geprüft werden, ob dort Extremwerte vorliegen. 

6 . Wenn erforderlich, werden die absoluten Extrema bestimmt. 


Meistens genügen die ersten drei Punkte. 

BEISPIELE 

1. Der Scheitel der Parabel y = ax 2 + bx + c soll gefunden werden ( a =£ 0). 

Lösung: 

Wir bestimmen zunächst /' und f" : y = ax 1 4- bx + c y' = 2ax + b y"=2a 
und setzen zur Bestimmung der Extremwerte f{x ) = 0. 

Wir erhalten x s = 

2 a 

Mittels der Funktionsgleichung y = ax 2 + bx + c finden wir die Ordinate des 
Scheitelpunktes S. 




Es ist /" (x) = 2 a, also unabhängig vom 
Wert x. Das Vorzeichen von f" (x) ist 
gleich dem Vorzeichen von a. 

Ist ö > 0, so ist/"(x 0 ) > 0; der Scheitel S 
ist dann der tiefste Punkt der Parabel; 
diese ist also nach oben offen. 

Ist fl < 0, so ist f" (x 0 ) < 0. x 0 ist dann die 
Stelle eines Maximums. 

In der linken Zeichnung wurde b < 0 angenommen, in der rechten Zeichnung b > 0. 

Berechnen Sie die Extremstellen und die Extremwerte der Funktion /: y = sinx. 
Lösung: j> = sinx j>' = cosx y"=— sinx 
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7. Kurvenuntersuchungen 


Für die Extremstellen gilt f'(x ) = 0. Aus cos* = 0 folgt: 

x lk =+ k-2n bzw. x 2k = —+ k-2n mit k = 0, ±1, ±2, ... 

7t 5 71 . 3 7t 7 7t 

*10 = y x n =— ••• = l *20 = ~Y *21 = ~Y ••• ^2* =- 1 

Wir überprüfen mittels der hinreichenden Bedingung/" (x 0 ) ^ 0 und erhalten: 


/" (*ia;) = — sin + Ä:*27tj = — 1 < 0 => Max 

/" (* 2 >t) = — sin + 27tj = +1 > 0 => Min 

In MATHEMATICA gehen wir folgendermaßen vor: 


FindMinimum[Sin[x], (x, 0} ] 

(-1-. 

(x -> -1.5708}} 

FindMinimum[Sin[x], (x, 3} ] 


{x -> 4.71239}} 

FindMinimum[-Sin[x], (x, 0} ] 


{x -> 1.5708}} 

FindMinimum[-Sin[x] r (x, 5} ] 


{x -> 7.85398}} 


3. 


Wir haben nur die Funktion FindMinimum zur Verfügung. 

Die Stelle des Maximums einer Funktion /(x) ist gleich der Stelle des Minimums der 
Funktion — /(x). 


Wieder einmal sehen wir: Die Verwendung von MATHEMATICA ersetzt nicht das 
Denken, sondern das Durchführen von Routinerechnungen! 


Von einem quadratischen Blechstück mit den Seitenlängen 
s= 50,0 cm werden die schraffierten Quadrate weggeschnitten. 
Wie lang muß die Seite x dieser Quadrate sein, damit das 
Volumen V der Schachtel, die aus dem so entstehenden Netz 
gebildet werden kann, möglichst groß wird? 





s 







xj 

s 

£ 



Lösung: 


Die Extremwerte der Größe V sollen bestimmt werden. Man nennt V daher die 
Zielgröße dieser Aufgabe. 


Der Abbildung entnehmen wir V = (50 — 2x) 2 x = 2500 x — 200 x 2 + 4x 3 . 


5 

Aus der Aufgabenstellung folgt, daß x positiv und kleiner als — sein muß: xg]0; 25[ 
In den beiden Randpunkten des Intervalls ist die Funktion gleich Null. 


Wir bilden V' und V": 

V' = 12 x 2 — 400 x + 2500 
V" = 24 x — 400 

An der Stelle des Maximums ist F' = 0, das heißt 
4(3 x 2 — 100 x + 625) = 0. Nur die Wurzel x A = 8,33 
fällt in das betrachtete Intervall. 

Der größte Funktionswert beträgt K(x!) = 9,26 • 10 3 . 
Zur Kontrolle — es kann sich ja nur um ein Ma¬ 
ximum handeln! — bilden wir V"{x^) und sehen, 
daß dieser Wert negativ ist. 

x = 8,3 cm K max = 9,26 dm 3 
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4. 


Dem nebenstehenden Dreieck (c, h c ) ist das flächen¬ 
größte Rechteck einzuschreiben. Wie lang sind 
dessen Seiten? 

Lösung: 

Wir fordern, daß A = x-y ein Maximum wird, und 
schreiben kurz: 

A = xy . .. Max! 

Der Flächeninhalt A ist von beiden Variablen x und 
y abhängig. 


C=C' 



Wir müssen eine der beiden Variablen durch die an¬ 
dere ausdrücken. 

Der Zusammenhang zwischen x und y ist aus der Figur ersichtlich: Es ist 
AABC ~ AA'B'C'. 


c(h c — v) 

Es gilt daher die Nebenbedingung : c:h c = x:(h c — y) bzw. x =-^- 

Aufgrund dieser Nebenbedingung ist A = —— y nur noch eine Funktion von y. 

Weil der konstante Faktor c/h c keinen Einfluß auf die Lage des Extremums hat, kann 
er zur Vereinfachung der Rechnung weggelassen werden. 

c 

Die Funktionen A(y) = y-(A c — y)y und f(y) = ( h c — y)y haben an der gleichen 
Stelle ihr Maximum. 


Bei der Ermittlung von Extremwerten darf ein Faktor k nur dann weggelassen 
werden, wenn er Faktor der ganzen rechten Seite der explizit dargestellten Glei¬ 
chung ist. 

Bei der Untersuchung der Funktion y = k(ax 3 4 - bx + c) + ex darf weder die 
Zahl k noch die Zahl e weggelassen werden! 

k ist kein Faktor der ganzen rechten Seite, und e ist kein konstanter Summand. 

Zur Bestimmung des Extremums gehen wir daher von der Funktion f(y) = h c y — y 2 
aus und bilden f{y) = h c — 2y und /" (y) = —2. 

Jenen Wert y, für den f{y) und damit A ein Maximum wird, finden wir aus f{y) = 0; 
das heißt aus h c — 2y = 0. Es ist dies y = -y-. 

c 

Der zugehörige xr-Wert beträgt x = 

Die Nachprüfung mittels der hinreichenden Bedingung /" (y 0 ) < 0 ergibt, daß ein Ma¬ 
ximum vorliegt. . . 

c h c ch c 

x 2 J 7 — 2 ^ max 4 


5. Welcher Kreisausschnitt vom Umfang u hat den größten Inhalt? 
Lösung: 

Forderung: A=-^br... Max! 

Nebenbedingung: u = 2r+b => b=u — 2r 
Daher ist A = y (w — 2 r). 
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Wir untersuchen die einfachere Funktion f(r) = ur — 2 r 2 und erhalten: 
f'(r)=u-4r f" (r) = -4 

Jenen r-Wert, für den f(r) und damit A ein Maximum ist, finden wir aus /'(r) = 0. 

Es ist daher u — 4 r = 0, das heißt r — ~ 7 -. 

4 

Kontrolle: Aus f" (r 0 ) < 0 ersehen wir, daß ein Maximum vorliegt. 

Aus b = u — 2 r folgt b = y. 

M 2 

Wir setzen diese Werte in ein und erhalten A max = -tt. 

16 

Aus b=r- arc# erhalten wir arc# = 2, also a= 114,6°. 

u , m w 2 

6 = y >4 max = — a = 114,6 


6 . 


Einem Kreisausschnitt (r, # < 90 0 ) ist das inhalts¬ 
größte Rechteck einzuschreiben. 


Lösung: 

Forderung: A = xy ... Max! 

Wir wollen * und y als Funktion des Winkels ß dar¬ 
stellen. 

Im AOCDgilt 1 : x: r = sin(# — ß) : sin (180 0 — #) 


also 


r sin (er — ß) 
sin a 


Im A OBC gilt: y = rsinß 



Wir setzen diese Werte in die Forderungsgleichung ein. 

r 2 

A ist nun eine Funktion des Winkels ß: A = —-[sin (ar — ß) • sin/?] 

sin# r 

Wir untersuchen die einfachere Funktion f(ß) = sin(# — ß) -sin/? und erhalten 2 : 
/'(/?) = -cos(# - ß) sin/? + sin(# - ß) cos/? = sin[(# — ß) - ß] 

= sin(#-2/?) und /"(/?)= -2cos(# - 2/?) 

Jenen Wert ß, für den /(/?) und damit A ein Maximum wird, finden wir aus 

f'(ß) = 0 - 

cc 

Es ist daher sin(# — 2ß) = 0, das heißt: ß 0 = — 

Wir berechnen nun den größten Flächeninhalt: 

= ■^•«in(«-A)smÄ, = “^sin 2 f = -y tan f 

ry r 2 <Y 

A> = y A max = y tany 

Kontrolle:/" (ß) = —2 < 0 => Max. 

Stichprobe: oc = 90 0 


1 Sinussatz 

2 sin 7 cos < 5 — cos 7 sin < 5 = sin (7— 5 ) 
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7. Aus einem gegebenen Kreis ( a ) ist ein Sektor in der Größe auszuscheiden, daß ein 
kegelförmiger Filter mit größtmöglichem Fassungsvermögen hergestellt werden kann. 

Lösung: 





Geometrische Formulierung: Bei welchem Mittenwinkel (p des Kreisausschnittes ( a ) 
ist der Rauminhalt des entsprechenden Kegels mit der Mantelstrecke a am größten? 

71 

Forderung: V= — r 2 h . . . Max! Nebenbedingung: h 2 = a 2 — r 2 

Wegen 2nr = acp, also r== ~f!f gilt: F = —— (p 2 

Wegen 0 < Fi < V 2 => Vf < V 2 2 wählen wir: f((p ) = <p 4 (47t 2 — (p 2 ) 

Wir untersuchen also /(<p) = 47t 2 4 — (p 6 und differenzieren: 

/'(>) = 167t 2 - 6(p 5 = 2 <jc> 3 (87t 2 — 3 (p 2 ) 

Die Nullstellen von f'((p) sind: (pi = 0 (p 2 = 2n 

Wir lesen vom Rechner (p 2 = 294 ° ab. 

Der Mittenwinkel des auszuscheidenden Sektors ist daher a= 66 0 . 

Das Fassungsvermögen dieses Filters ist: F max = = 0,403 a 3 

An den Intervallgrenzen <pi = 0 und (p 3 = 2n befindet sich jeweils ein Randminimum 
der Funktion, wobei in (p 2 die erste Ableitung/' {(p) von Null verschieden ist! 

Bei vielen Aufgaben aus der Praxis ist die Zielgröße von zwei Veränderlichen abhängig. 
Diese sind durch eine Nebenbedingung miteinander verknüpft. Es muß aufgrund der Neben¬ 
bedingung eine Veränderliche durch die andere ausgedrückt werden. 

Zur Bestimmung der Extremstellen kann man oft anstelle der Ansatzfunktion eine einfa¬ 
chere Funktion untersuchen, indem man berücksichtigt, daß die Funktionen 

1. y= f{x) + C und / = f(x ) 

2. y = af(x) a> 0 und y=f(x) 

3. y = ]//( x) und / = fix ) (m ist positiv und fest. Falls n gerade ist, 

so muß f(x)> 0 im betrachteten Inter¬ 
vall vorausgesetzt werden.) 

jeweils dieselben Extremstellen besitzen. 
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Anstelle der Ansatzfunktion y = darf y=f(x ) untersucht werden, wenn man die 
Stellen, für die /(x) = 0 ist, aus den Betrachtungen ausschließt 1 . 

Die Ergebnisse müssen allerdings nachgeprüft werden, weil Maxima in Minima (bzw. umge¬ 
kehrt) übergehen und nach dem Potenzieren zusätzlich Extrema auftreten können. 

Die Rechenschritte sind also: 


1. Zielgleichung aufstellen, also die Funktion darstellen, deren Wert extrem werden 
soll. 

2. Zahl der Variablen feststellen. 

3. Bei mehr als einer willkürlich Veränderlichen die entsprechende Anzahl von Bezie¬ 
hungen hersteilen, die sich entweder direkt aus dem Text oder aus geometrischen 
oder physikalischen Gesetzen usw. ergeben. 

4. Erste Ableitung/' der Ansatzfunktion /bilden. 

5. Gleichung/' (x) = 0 auflösen. 

6. Entscheidung über Maximum oder Minimum, eventuell mit/", treffen. 

7. Extremwerte berechnen. 


BEISPIELE 


8. Die Bahnkurve des schiefen Wurfes hat unter Vernachlässigung des Luftwiderstandes 
die Gleichung: 


gx 2 

y — x tan a — _ , , 

2 u 0 cos 2 * oc 

y 


I 9 


a ist der Erhebungswinkel und u 0 die Anfangsge¬ 
schwindigkeit. 

Bei welchem Winkel oc ist die Wurfweite am 



1 


größten? 


w 

X 


Lösung: 

Die Wurfweite W ist die Abszisse des Schnittpunkts der Wurfparabel mit der x-Achse. 
2 W 2 U 0 2 

Aus 0 = Wtan a — ——^-i— folgt W = -sin2ar. 

2 u 0 cos 2 ct g 

/(er) = sin 2cc ... Max! /' (oc) = 2 cos 2 oc 

f (oc) = 0 cos 2 a = 0 ^ 2 oc = -y a = ~T = — 

2 4 _ g_ 

u 0 2 

Die größte Weite, nämlich-, wird bei einem Winkel von 45° erreicht. 


9. 


Wie muß ein rechteckiger Balken aus einem Baumstamm mit dem Durchmesser d her¬ 
ausgeschnitten werden, damit seine Tragfähigkeit F ein Maximum wird? 

Die Tragfähigkeit eines Balkens ist vom Widerstandsmoment abhängig. 

bh 2 a b bh 2 

—7— somit F = - 
o 


Es gilt: F l= Wa b 
Lösung: 

G h bh 2 


und W = - 


6 / 


F = 


61 


Max! 


Zum Beispiel: Statt der Ansatzfunktion/= f{cc ) 
kann man /(ar) = sin 2 er ^mit er# n-yj untersuchen, 


1 / 2 * 

) g • sin 2 oc 
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f(b , h) = bh 2 Nebenbedingung: b 2 + h 2 = d 2 

f(b) = b(d 2 -b 2 ) = d 2 b-b 3 
f'(b) = d 2 -3b 2 

/'w-o => 3 b 2 =d> => 6=^ 

b\h = 1:1/2 
max 15,6/ 

Der Balken hat beim Seitenverhältnis Z?:/z = l:]/T«5:7die größte Tragfähigkeit. 


10. Der Kurbelzapfen Z durchläuft einen Kreis mit konstanter Winkelgeschwindigkeit co, 
während sich der Kreuzkopf K bzw. der Kolben geradlinig mit der Geschwindigkeit v 
bewegen. 

s = 2 r ist der Hub, a der Kurbelwinkel, ß der Schubstangenwinkel, A = r/l das 
Schubstangenverhältnis. 

Der Kolbenweg a wird vom äußeren Totpunkt T a (OT a = r + /) aus gerechnet. 

Für welchen Kurbelwinkel a wird die Kolbengeschwindigkeit v ein Maximum? 


Lösung: 



Aus der Abbildung ersehen wir: 

x = r + l — r cos a — l cos ß = r (1 — cos a) + l (1 — cos ß) 


Mit Hilfe des Sinussatzes finden wir: sin ß = — sin a 


A 2 sin 2 a 


Wegen -y = Agilt: cos/? = ]/l — sin 2 /? = j/l — sin 2 # = ]/l — 

r 1 

Das Schubstangenverhältnis A = -j ist in der Praxis gleich oder kleiner als -, daher ist 
A 2 < -j^-. Wir können daher wegen l/l — z « 1 — -y schreiben: 


x = r (1 — cos #) + - 


1 — |l — yA 2 sin 2 #j = r ^ 


= r (1 — cos # + — sin : 


in 2 a ^ 


S fl 

Die mittlere Kolbengeschwindigkeit ist v m = wenn n die Anzahl der Umdrehungen 
pro Minute ist. 


Die momentane Kolbengeschwindigkeit erhält man aus: 
dx dx da dx 


dt da dt 


da 


Es gilt daher: u = reo ^sin<x + -ysin2ö^ 
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v ist eine Funktion von a. Um das Maximum von u zu erhalten, müssen wir 
= 0 setzen. = reo (cos a + A cos 2 a) 


du 
da 

Somit ist: costz = 


= 0 cos a 4- A(2cos 2 or — 1) = 0 

1 ±l/l + 8A 2 

4A 


Wir wählen A 


— und erhalten cos tz = 0,225 und damit 
4 


tfi = 77 ° = 283 ° 


Wir zeichnen nun die a: — t, u — t und u — t Diagramme für r = 1, / = 5 und tu = 40. 


MATHEMATICA 

r = 1; 1=5; lambda = r/1; omega = 40; 
x = r ( 1 - Cos[alpha] ) 

+ 1 ( 1 - ( 1 - .5 ( lambda Sin[alpha])"2 ) ) ; 
v = D[x, alpha] omega; 
a = D[v, alpha] omega; 
grx = Plot[ x, {alpha, 0, 2Pi} ] 

grv = Plot[ v, {alpha, 0, 2Pi} ] 

gra = Plot[ a, {alpha, 0, 2Pi} ] 



0 1 2 3 4 5 6 
Alpha 



0 1 2 3 4 5 6 


Alpha 



0 1 2 3 4 5 6 
Alpha 
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11. Wie groß muß in einem Gleichstromkreis mit konstanter EMK£ und konstantem 
Innenwiderstand R, der Außenwiderstand R a sein, damit die Leistung P am Außen¬ 
widerstand ein Maximum ist? 

Lösung: 

E 2 R a (R a +Ry 

Statt P = —- —r untersuchen wir f(R a ) =---. 

(K a + Aj) A a 

Esist/'(R a ) = Ra r2 R ' • Aus/'(R a ) = 0 folgt: = Äj P max = -yjy 

Bei gleichem Außen- und Innenwiderstand ergibt sich maximale Leistung. 


AUFGABEN 

Suchen Sie die Extremwerte der Funktionen mit folgenden Gleichungen: 


7.01 

a) 

1 

II 

b) 

y = x 2 — 3x + 2 


c) 

y = x 2 — 2x + 1 

7.02 

a) 

y = (a — x) (b — x) 

b) 

y = (a x) (b + x) 


c) 

y = X — y x j 

7.03 

a) 

y = x(x — 1) (x — 2) 

b) 

II 

9 

1 

t—* 

9 

1 

w 

x' 

1 

-3) 

c) 

y = (x 3 -1) 2 

7.04 

a) 

1 

y — x -1- 

X 

b) 

y - x 2 +l 


c) 

^ 1 
v = 16x 4- — 

7 X 

7.05 

a) 

ro 

+ 

b) 

+ 

** 


c) 

(x - l) 2 

y x +1 

7 x + 3 


y X 2 + 1 

7.06 

a) 

2x + 5 

b) 

x 2 + 3x + 2 


c) 

x 2 + 4x + 2 

y ~ x 2 + 2x + 3 

y ~ x 2 — 3x + 2 


x 2 -3x+ 1 

7.07 

a) 

y = x]/ 3- X 

b) 

y = ]/2x-x 2 


c) 

y = x]/x(4 — x) 

7.08 

a) 

y = (a + x)l/a 2 -x 2 

b) 

y = ][ax + ]/ax — x 2 


c) 

y = x 4- 1 lax — x‘ 



X 

b) 

\nx 




7.09 

a) 

y= l^ 

y = — 


c) 

y = x x 

7.10 

a) 

y = x* 

b) 

y = e*sinx 


c) 

Q x 

y — 

cosx 

7.11 

a) 

sinx 

y ~ 1 4- tanx 

b) 

y = 2 sin x -1- cos 2 x x 

g ]0; n[ 


7.12 

a) 

y = y 1 — cos x 

b) 

y = 4cosx(l 4- sinx) 

x e [0; 2 n[ 


7.13 Welches Rechteck mit gegebenem Umfang u hat a) den größten Inhalt, b) die 
kleinste Diagonale? 

7.14 Welches Rechteck mit der Diagonale d hat den größten Inhalt? 

7.15 Einem Kreis (r) ist das flächengrößte Rechteck einzuschreiben. 

7.16 Wie lauten die Abmessungen des einem Kreis (r) eingeschriebenen, inhaltsgrößten, 
gleichschenkligen Dreiecks? 
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7.17 Wie groß ist der Radius r eines Kreisausschnitts, der bei gegebenem Flächeninhalt A 
den kleinsten Umfang hat? 

7.18 Einem Halbkreis ist das Trapez mit dem größten Umfang ein¬ 
zuschreiben. 

s 

7.19 Einem Quadrat (5) ist das flächenkleinste gleichschenklige / 

Dreieck zu umschreiben. 


7.20 Einem Halbkreis (r) ist das Rechteck mit dem größten Um¬ 
fang einzuschreiben. (Die Seite a liegt auf dem Durch¬ 
messer.) 

7.21 Von einem gleichschenkligen Dreieck ist der Schenkel 5 gegeben. 

Wie groß muß y gewählt werden, damit A ein Maximum wird? 

7.22 Welches von allen Dreiecken mit gegebenem c und y ist das flächengrößte? 
Überlegen Sie die Aufgabe auch planimetrisch! 



7.23 Bestimmen Sie die Koordinaten jenes Punktes S der Kurve mit y = e v , in dem ihre 
Krümmung y = - 1+ - e T y; 


- einen extremen Wert annimmt. 


7.24 Welche gerade quadratische Pyramide hat bei gegebenem Volumen V die kleinste 
Oberfläche? 


7.25 Welcher Drehzylinder hat bei gegebener Oberfläche das größte Volumen? 

7.26 Welcher Drehzylinder hat bei gegebenem V die kleinste Oberfläche? 

7.27 Welcher Drehkegel hat bei gegebenem V den kleinsten Mantel (die kleinste Ober¬ 
fläche)? 

7.28 Einer Kugel (r) ist die inhaltsgrößte quadratische Pyramide einzuschreiben. 

7.29 Einer Kugel (r) ist ein Zylinder mit größtem Volumen (mit größter Mantelfläche) ein¬ 
zuschreiben. 

7.30 Einer Kugel (r) ist der inhaltsgrößte Kegel einzuschreiben. 

7.31 Welcher Drehkegel hat bei gegebenem Mantel das größte Volumen? 

7.32 Der Wirkungsgrad 77 einer Schraubenspindel mit dem Steigungswinkel oc und dem Rei- 

, . , , .. tanor 

bungsWinkel <p betragt rj = ^ n(a+(p y 

Für welchen Winkel oc wird 77 ein Maximum? 

CT 

7.33 Beim senkrechten Wurf gilt bei Vernachlässigung des Luftwiderstands: y = ut — -^-t 2 
Wann wird der höchste Punkt erreicht? 

7.34 Ein Körper vom Gewicht G liegt auf einer waagrechten 
Ebene. Der Reibungskoeffizient beträgt ji. 

Wann ist die zum Abschleppen notwendige Kraft ein 
Minimum? 

Anleitung: Die horizontale Kraftkomponente 
F x = F • cos oc muß gleich sein dem Reibungs¬ 
widerstand: R = jj,(G — F y ) = jll(G — F-sinor) 


£ 























7. Kurvenuntersuchungen 


117 


© 


Ein Körper vom Gewicht G liegt auf einer schiefen 
Ebene und soll durch die Kraft F hinaufgezogen 
werden. Der Neigungswinkel ist e, der Reibungskoeffi¬ 
zient ist fi. Wann ist F am kleinsten? 
lf Anleitung: Es gilt Ecos cc = G sine + R mit 
R = aN = u(G co 


7.36 Eine Radrennbahn mit dem Kurvenradius R ist in den 
Kurven überhöht. Der Neigungswinkel gegen die Hori¬ 
zontale ist oc, der Reibungskoeffizient der Gummireifen 
auf der Fahrbahn fi. 

Wie groß ist die Höchst- und die Mindestgeschwindigkeit in den Kurven? 

Anleitung: fi^ N t = 2 Fi 

Diese Aufgabe ist ohne Verwendung der Differentialrechnung zu lösen 1 . 



7.37 Die Giebelbreite eines Satteldaches beträgt a Meter. 

Wie groß ist der Winkel cc zu wählen, damit das Wasser am raschesten abrinnt? 
Annahme: Das Wasser beginnt am First des Daches mit u=0 abzufließen. 

... a . . b ~ 

Anleitung: s = — - b = g-smoc s = —t l 

b 2 cos cc 2 

7.38 Bei einem Kurbeltrieb ist X = -y. .. . 2 

Für welchen Kurbelwinkel oc nimmt die Kolbenbeschleunigung a den Wert Null an, 
und für welchen Winkel cc ist sie am größten? 


7.39 Die Dichte p des Wassers genügt im Bereich 0°</<10° der Gleichung 
p= - 7,78 • 10 - 3 1 2 + 6,36 • 10 - 2 1 + 999,87. 

Berechnen Sie das Maximum. 


7.40 Die spezifische Wärme ist eine Funktion der Temperatur. 

Bei Wasser gilt die Beziehung: c (t) = 1 — 6,684 • 10 - 4 1 + 1,092 • 10 ~ 5 1 2 
Für welche Temperatur erhält man den kleinsten Wert von c? 

7.41 Die Strahlungsintensitäten A und B zweier d Meter voneinander entfernter Wärme¬ 
quellen verhalten sich wie a : b. 

In welcher Entfernung x von der ersten Wärmequelle erfährt ein Körper die geringste 
Erwärmung von beiden Quellen? 


7.42 Eine Sammellinse mit der Brennweite / erzeugt von einem Gegenstand G ein reelles 

.. . „ ^ 1 1 1 
Bild B. Es gilt — = —-b ~r. 

f 8 b 

Wo müssen G und B liegen, damit e = — g + b möglichst klein wird? 

7.43 Eine Gleichstromquelle mit E = 10 V hat einen inneren Widerstand R { = 500 fl Die an 

E 2 cc 

einen Verbraucher mit dem Widerstand R abgegebene Leistung ist P = -jz- —-rj, 

r B\ (1 + OC) 

wobei cc = — ist. 

R\ 

Z^fehöen-Sie die Funktionskurve und berechnen Sie E max . 


1 Beachten Sie, daß es in der Technik und in der Wirtschaft, z. B. bei der linearen Optimierungsrech- 
nung, viele Probleme gibt, bei denen Extremwerte ohne Zuhilfenahme der Differentialrechnung zu er¬ 
mitteln sind. 

2 Vgl. Beispiel 10, Seite 113. 
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7.44 Die Klemmenspannungen U G und U v am Generator und am Verbraucher sind durch 
E (R.^ ■+■ R ) ER 

U G = — , p , V p und U v = -z — , p v , p gegeben, wobei R G der Innenwider- 
K g + K l + K v K g + K l “r /v v 

stand, R v der Verbraucherwiderstand und R L der Leitungswiderstand sind. Es ist 



I = —---— und P = £//, also P G = U G I und P v = U V I. Die Leistungen sind 

R g + R l + R v 

somit vom Verbraucherwiderstand R v abhängig. 

Für welchen R w wird a) P v und b) P G ein Maximum? 

In einem Wechselstromkreis ist die momentane Leistung P, = u- i. 

Es gelten die Beziehungen u = U m - sin cot und i = I m sin(cot + (p). 

Die Extremwerte von P, sind zu berechnen. 

Aus n gleichen galvanischen Elementen (2s, R) sind x hintereinandergeschaltete 
Gruppen von je y parallelgeschalteten Elementen so zu bilden, daß die Stromstärke / 
ein Maximum wird. 

Anleitung: Bei Serienschaltung gilt: R = + R 2 + .. . 

Bei Parallelschaltung gilt: -jr = + - 5 - + . .. 

xE R Rx Rl 
Es ist daher: i =- 

R, + -R, 

Die magnetische Feldstärke H im Abstand r von einem geraden, vom Strom mit der 

Stärke I durchflossenen Draht beträgt H = 2 ^ r • Z ' we ^ parallele Drähte haben den 

Abstand 10 cm und sind gegensinnig stromdurchflossen. Es ist ^ = 1A und I 2 = 4 A. 

In welchen Punkten zwischen den Leitern ist H = + H 2 am kleinsten? 


7.3 Wendepunkte 


In Wendepunkten wechselt der Tangentendrehsinn. Die Kurve geht in diesen Punkten 
von einer Links- in eine Rechtskurve (oder umgekehrt) über. 


s 


1. y = — x 3 + x 2 — x 

y' = — 3 x 2 + 2 x — 1 
y " = —6x + 2 


1 

Wendestelle: x 0 = — 


/"(*0) = 0 


2. *--§”1*1 


— für x > 0 
- - j- für x < 0 


x> 0: y' = x y" = 1 

x < 0: y'=—x y" = — 1 

Wendestelle: x 0 = 0 
/"(x 0 ) existiert nicht 


3. y = 3]/x 
1 


y = 


3 .— 

Vs 


x#0 


y = — 


X # 0 


3 xYx* 
Wendestelle: x 0 = 0 
f"(x 0 ) existiert nicht 


/"(x) wechselt das Vorzeichen, wenn x die Stelle x 0 durchläuft. 


f"(x) hat in einer gewissen Umgebung rechts und links von der Wendestelle x 0 unglei¬ 
ches Vorzeichen. /"(x 0 ) muß existieren. Es ist daher: /"(x 0 + h) -f"{x 0 — h) < 0 
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Es ist also unter der Voraussetzung, daß 
/"(xo) existiert, /"(x 0 ) = 0 notwendige 
Bedingung für die Existenz eines 
Wendepunktes der Kurve mit y = /(x) 
an der Stelle x = x 0 . 



Wir erkennen, daß die Steigungsfunk¬ 
tion in den Wendestellen ein Extremum 

y" 

Vs Qf"(x) 

y"=f,"(x) 

X - 




hat, und können nun die in 7.2 gefun¬ 
denen hinreichenden Bedingungen für 

y'" 


y"=fnx) 

Extremwerte anwenden und folgendes 
aussagen: 


/^ l 'r r =r 

X 

o 

X 


f"{x 0 ) = 0 1 /hat an der Stelle x = x 0 eine Wendestelle; 

f"\x 0 ) # 0 J der Graph von /hat an dieser Stelle einen Wendepunkt. 1 

Ferner gilt: 

/' (*o) = Ol 

f"(x o) = 0 > => der Graph von /hat an der Stelle x = x 0 einen Terrassenpunkt 

/'"(*o) * 0 J 


BEISPIEL 


4. 


Wir betrachten die Funktionen /: = (2 — x) 4 und / 2 : j> = (2 —x) 5 . Zur besseren 

Veranschaulichung wählen wir die x-Einheit größer als die ^-Einheit. 


Es ist leicht zu erkennen, daß 
/: y = (2 — x) 4 an der Stelle 
x = 2 ein Minimum hat, während 
der Graph von f 2 bei x = 2 einen 
Wendepunkt besitzt. 



Wir bilden zunächst die Ableitungsfunktionen: 


-32 


/i :y = (2 -xY 

y' =- 4(2 -xf 
y" = 12(2-xf 

y"'= -24(2 -je) 
y Iv = 24 


fi- y = (2 - *) ; 

y' -4(2 -je) 4 

20(2 -je) 3 
j»"'-60(2 - xf 

j ,v = 120 

y v = -120 



f" (x 0 ) = 0 ist, unter der Voraussetzung, daß f"(x 0 ) existiert, notwendige Bedingung für das Vorhan¬ 
densein eines Wendepunkts. Die Bedingungen /"(x 0 ) = 0 und /'"(xo) # 0 sind zusammen hinreichend 
für das Vorhandensein eines Wendepunkts! 
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An der Stelle x = 2 sind 

/i ' (2) = f\" (2) = //" (2) = 0 /i lv (2) * 0 

/ 2 ' (2) = f 2 " (2) = f 2 "'(2) = / 2 1V (2) = 0 / 2 V # 0 

Allgemein gilt: 


Am Grad der ersten, von Null verschiedenen Ableitung entscheidet sich, ob der Graph 
von / an der Stelle x = x 0 einen Extrempunkt oder einen Wendepunkt hat. 

Wenn /' (x 0 ) = 0 ist und die erste von Null verschiedene Ableitung von gerader Ordnung 
ist, also /'(x 0 ) = 0; .. / (2A:_1) (x 0 ) = 0; / (2fc) (x 0 ) ¥= 0 gilt, dann hat / an der Stelle x 0 
einen Extremwert, und zwar, falls f (2k) (x 0 ) < 0 ist, ein Maximum, und falls f (2k) (x 0 ) > 0 
ist, ein Minimum. 

Wenn f" (x 0 ) = 0 ist und die erste von Null verschiedene Ableitung von ungerader 
Ordnung ist, also /"(x 0 ) = 0; . . ß 2k) (x 0 ) = 0; ß 2k + v (x 0 ) # 0 gilt, dann hat / an der 

Stelle x 0 einen Wendepunkt. 


5. 


In der Statistik spielt die Normalvertei¬ 
lung eine große Rolle. Die Gleichung der 
Normalverteilungskurve lautet: 



(* - ß ) 2 

Id 1 


wobei g(x) die Wahrscheinlichkeitsdichte 
(also g(x)-dx die Wahrscheinlichkeit, 
daß x einen Wert zwischen x und x + dx 
annimmt), n der Mittelwert und er > 0 die 
Standardabweichung ist. 



Es sind die geometrischen Bedeutungen von /z und er aufzuzeigen. 


Lösung: Wir bilden g ' (x) und g " (x): 

g,(x) = ~äk^{ ( ^ 2 M> ) 


(x-ßf 

2a 2 


- 1 




cj 3 fln 


(x - ß) e 


g"(x) = 


1 


(X - ß ) 2 


3 ]/2^r 


(X - jd 


Zur Bestimmung des Maximums setzen wir g'(x) = 0 und erhalten: 

(x - ßf 


1 


- (x - ju) e 


= 0 


er 3 1/2 ti" 

(x - ß ) 2 

Weil e 2a auf jeden Fall ungleich Null ist, muß x — jj, = 0 gelten. 

Es ist daher x = fi. 

Nachweis, daß ein Maximum vorliegt: g" (ju) <0 => Max. 

Zur Bestimmung der Wendepunkte setzen wir g" (x) = 0. 

i_ 0 
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Wir erhalten g 2 = (x — ß ) 2 und somit x — fi = ± er bzw. x = jj. ± g. 
Es läßt sich leicht zeigen, daß g"\ß ± er) 0 ist. 


Bei x = {i hat die Normalverteilungskurve ein Maximum: 


rrl I 0,399 \ 
H \»\—) 


Bei x x = fi — a und x 2 = [i 4- er hat die Normalverteilungskurve die Wendepunkte: 


Wy 2 [ß 


0,242 j 


Wir berechnen noch die zur Konstruktion der Wendetangenten notwendigen 
Steigungen. 


Es ist k = g' {fi ± <r) = 



2 


g(ß ± g) 


Stellt man die Gleichungen der Wendetangenten auf, so sieht man, daß diese die x- 
Achse an den Stellen x = [i ± 2 g schneiden. 


6 . 


Bei einem unsymmetrisch belasteten eingespannten Stab biegt sich die ursprünglich ge¬ 
rade Stabachse unter der Einwirkung einer Kraft F durch. Seine neutrale Faser bildet 
eine Kurve, die elastische Linie. 


Ihre Gleichung entnehmen wir einem Maschinenbau¬ 
handbuch, sie lautet 


für x < a 


FP 

b 2 X 2 

a 

JLi 

y ~ 2 EI 

p p 

l ~ 

31 ' 

für x-i < b 

FP 

a 2 x? 

" b 


y '~ 2 EI 

P P 

l 

31 



E ist der Elastizitätsmodul und I das Flächenmoment 2. Ordnung des Stabquerschnitts, 
bezogen auf die neutrale Achse. 

Die größte Durchbiegung und die Steigung der Wendetangente sind mit Hilfe von 
DERIVE zu berechnen. 

Lösung: 

Wir vereinfachen zunächst: y = kf(x) y A = ki/i(xi) 



1: 

f b'2/(6 e i 1*2) 






k 

2: 

x~2 (3 a - x (1 + 2 

a/1)) 





fix) 

3: 

f a"2/ (6 e i 1*2) 






k 

4: 

xT2 (3 b - xl (1 + 

2 b/1)) 





1 fix,) 

5: 

dif(#2, x) 

3 

X 

(2 a 1 - x 

(2 

a + 1))/1 

fix) 

6: 

dif{#5, x) 

6 

(a 

1 - x (2a 

+ 

1))/1 

: fix) 

7: 

dif(#4, xl) 

3 

xl 

(2 b (1 - 

xl 

) - 1 x1)/l 

fix,) 

8: 

dif(#7. xl) 

6 

(b 

(1 - 2 xl) 

- 

1 x1)/l 

f" (*i) 
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9 

solve 

(#5 = 0, x) 


[X - 

= 0, x = 2 a 

1/(2 a 

+ 

D] 

■^-max 

10 

MS#2, 

2 a 1/(2 a 

+ 1) #1 

2 a' 

'3 b~2 f/(3 

e i (2 

a 

+ 1T2) 

J^max 

11 

solve(#7 = 0, xV 


[xl 

- 0, xl - 2 

b 1/(2 

b 

+ U] 

*lmax 

12 

MS#4, 

2 b 1/(2 b 

+ 1) #3 

2 a' 

2 b~3 f/(3 

e i (2 

b 

+ 1) '2 

Tl max 

13 

solve(#6 = 0, x) 


[x - 

= a 1/(2 a 4 

- D] 



x w 

14 

MS#2, 

a 1/(2 a + 

1) 

a~3 

b~2 f/(3 e 

i (2 a 

+ 

1)~2) 

f(xj 

15 

solve(#8 =0, xl) 


[xl 

- b 1/(2 b 

+ D] 



*1»- 

16 

MS#4, 

b 1/(2 b + 

1) 

a~2 

b~3 f/(3 e 

i (2 b 

+ 

1)2) 

M* w ) 

17 

MS#5, 

a 1/(2 a + 

1) 

3 a' 

'2 1 / (2 a 

+ 1) 



/'(*») 

18 

MS#7, 

b 1/(2 b + 

1) 

3 b' 

2 1 / (2 b 

+ 1) 





Zusammenfassung: 


Extrempunkte (maximale Durchbiegung): \f'(x) = 0; 
2a 


max 2a + / 
2b 


l 


-^1 max 


2 b + l 


Tmax : 


y\ max 



= ( 

); 

/.'(*.) = 0] 

2 FF 

fl 3 

hLt 

/ y 

3 EI ~ 

~w 

i 2 \ 

2a + I) 

2 FF 

b 3 

a 2 

( 1 V 

= 3 EI 

/ 3 


\2 b + l 


Wendepunkte: [f" (x) = 0; 
a 

x "=y^ti 1 

x _ 

ib + r 


/,"(*,) = <>] 

* = *•/(*.) = 

ytw = *1/1 (x,J 


Fa 3 6 2 


3 EI(2 a + l) 2 
Fa 2 6 3 

~ 3 EI(2b+ l) 1 


Um die Steigung der Wendetangente zu erhalten, setzen wir x w in y' =k-f'(x ) und x lvv in 
—k x 'fi'ix-i) ein. Wir erhalten: 


y' M = 


3 ka 2 l 
2a + l 


Ti' ÜO = 


3k^b 2 l 
2b + I 


Das Protokoll muß übersichtlich und kurz sein! 


Für den mathematischen Inhalt eines Programms ist es egal, ob eine Vereinfachung eines 
Terms in einem oder in drei Schritten erzielt wird. Dies ist lediglich ein Problem der Übung. 

Die Zeilen 1: bis 4: erreicht man über Author: 

Zu 5: dif (#2, x) berechnet die Ableitung nach x der in der Zeile 2: stehenden Funktion 

/(*). 

dif (#2, x) steht für Author: dif (#2, x) 1 *-i | 
also auch für die gleichwertige Tastenfolge: 

[Jl[2l l -<-i 1 [Ci[Dl expression: #2 1 | variable: x | «-i | Order: 1 | «-i [ 
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Zu 9: solve(#5 = 0, x) berechnet die Nullstellen, der in der Zeile 5: stehenden Ablei¬ 
tungsfunktion /' (x). 

solve(#5 = 0, x) steht für Author: solve(#5 = 0, x) | «- 1 | 
also auch für: 

[J~|[~5l I «-H |~L| expression: #5 | *-< | variable: x | ^ 1 


AUFGABEN 

Suchen Sie die Extrem- und Wendesteilen der folgenden Funktionen. Stellen Sie ferner 
die Gleichungen der Wendetangenten auf. 


7.48 

7.49 

7.50 

7.51 

7.52 

7.53 


a) y = 10x 3 -15x 2 + 7 

a) jy = 3x 3 — 2x 2 + 5x — 2 

a) y = x 2 (10 — x) 

a) y = x 2 (16 — x 2 ) 

, 1 
a > = 

a) y = xe x 


b) y = x 3 + 3x 2 -5x 

b) y = x(x — 2) 2 

b) ,y = (x + 3)(x-4)(x-6) 


b) y = (x — fl) (x — b) (X - C) 

c) y = x 3 + px + q 

. v * 2 

b)>, -^ + 16 

1 

II 

o 

_ ^ x 

X 2 

b) y—p 

c) y=^ 


7.54 Bestimmen Sie die Extremwerte und die Wendestellen der Funktion 
/: ax 3 + bx 2 + cx + d(a 4= 0). 


7.55 Wann hat die Funktion/: y = x 3 + ax 2 + bx + c keine Extremstellen? 

7.56 Bestimmen Sie a, b , c derart, daß der Wendepunkt der Parabel mit 
y = x 3 + ax 2 + bx + c 

a) auf der x-Achse, 

b) im Ursprung, 

c) bei x = —2 (Wendetangente hat die Steigung k=l\ 

d) bei x = 1 (Wendetangente parallel zur x-Achse), 

e) bei x = 0 (Wendetangente hat Steigungswinkel #= 71,56°) 

zu liegen kommt. 

Gegeben sei die Gleichung der elastischen Linie eines Trägers. 

Bestimmen Sie die größte Durchbiegung, die Lage des Wendepunkts und die Steigung 
der Wendetangente. 


7.57 Halbeingespannter, unsymmetrisch belasteter Träger 


x < a y = 


FP b 2 x 


4 EI l 2 


x \ a 2 l. a \ „ 

+ 21 ) p 


bzw. für x t < i 


Ti : 


Fl 3 a x ! 2 


4 EI l l 2 


(x, = l- x) 

(>-*)-(>-£)*] 
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7.58 Halbeingespannter, symmetrisch belasteter Träger 

/ FP 


X< 2 y 32 EI 


tK*) 


bzw. für (x A = l — x) 


y i = - 


F/ 3 xf 




32 EI P 

7.59 Beidseitig eingespannter Träger mit Gleichlast 

FP 


y = 


24 EI\ 


txV 

^ x 

(t) 



7.60 Halbeingespannter Träger mit Dreieckslast 

FP 

y ~ 60 EI 




7.4 Symmetrieeigenschaften von Graphen 


, 1/2 , 







Symmetrie bezüglich der y-Achse 


/ heißt eine gerade oder axialsymmetrische Funk¬ 
tion, wenn für alle x e D gilt: 

/(-*)=/(*) 


Der Graph ist bezüglich der y- Achse symmetrisch. 
BEISPIEL 



f:y = x 2 f: y = 2 und f: y = cosx sind gerade Funktionen. Es gilt der Satz: 


s 


Wenn / und g gerade Funktionen sind, dann sind dies auch / ± g, /• g, 


/ 

g' 


Symmetrie bezüglich des Ursprungs 


/ heißt eine ungerade oder zentralsymmetrische 
Funktion, wenn für alle x e D gilt: 

/( - *)- fix) 


Der Graph ist bezüglich des Ursprungs zentralsymmetrisch. 



Die Symmetrie bezüglich der x-Achse wird auf Seite 141 behandelt. 
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BEISPIELE 

1. y = x 3 , y = x und f:y = sinx sind ungerade Funktionen. 

2. y = x + 1 ist weder eine gerade noch eine ungerade Funktion. 

3. f'y = Q x ist weder gerade noch ungerade. 

Es gilt der Satz: 

Wenn / und g ungerade Funktionen sind, so sind 
/ 4- g, f — g ungerade Funktionen, 
f 

f-g — gerade Funktionen. 


Symmetrie bezüglich der 1. Mediane 

Wenn die Graphen von / und g symmetrisch bezüglich w 1 
sind, dann gilt: g = f u 
Beachten Sie: D f = W { 



Wenn man in einer Funktionsgleichung x mit y vertauscht, so erhält man die Gleichung 
des bezüglich w-i symmetrischen Graphen. 


BEISPIELE 

4. f . y = x 

5. /: y = +Vl - x 2 
fi' x = +\l-y 2 


D { = [ R, W f = U 
D fu = IR, = IR 

D, = {x 10 < x < 1 }, W, ={^|0<j<1} 

Au={x|0 <*<!}, jr fo ={j|0<j<l} 


7.5 Asymptoten 


Eine Kurve, die sich einer Kurve unbegrenzt nähert, ohne sie zu berühren, nennt man 
eine Asymptote dieser Kurve 1 . 


Wir betrachten zunächst gerade Asymptoten 2 , die normal zur x-Achse sind, und definieren: 


Eine Gerade g: x = a heißt Asymptote des Graphs einer Funktion / wenn gilt: 
lim f{x) = + oo oder lim f(x) = — oo 

x-* a x-* a 

a heißt Pol von / 


1 sympiptein (griech.) = zusammenfallen; asympiptein = nicht zusammenfallen; 
a ist verneinende Vorsilbe. 

2 Man kann eine gerade Asymptote auch als Tangente im Fernpunkt auffassen. 
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Alle anderen geraden Asymptoten sind durch folgende Definition erfaßt 1 : 


Eine Gerade g: y = kx + d heißt Asymptote des 
Graphs einer Funktion / wenn gilt: 

lim | f(x) — g(x) | = 0 oder 

X-+ + OO 

limj/(*) - *(*) | =0 



BEISPIELE 

1. /:y = 7 ^ T (*eR\{l}) 

Die Funktion ist für alle x ¥= 1 erklärt. An der Stelle 
x = 1 hat sie eine einfache Polstelle. 

Der Graph der Funktion / ist eine gleichseitige 
Hyperbel mit den Geraden x = 1 und y = 0 als 

Asymptoten. 



-4 -2 0 2 4 6 


2 ' y = ( X Z 1)2 (jc e IFS\{ 1 }) 

Die Funktion hat an der Stelle x = 1 eine zweifache 
Polstelle. 

Der Graph der Funktion / ist eine Hyperbel dritter 
Ordnung mit x = 1 und y = 0 als Asymptoten. 



3 - f : y = 2 £rz\ (xsR, x*±2) 

/hat keine reellen Nullstellen. 

Der Graph der Funktion / ist symmetrisch bezüglich 
der y- Achse, es liegt also eine gerade Funktion vor. 

= — 2 und x 2 = + 2 sind Polstellen erster 
Ordnung. 

Die Geraden mit y = 1 x = —2 und x = +2 sind 
Asymptoten der Kurve. 



Krummlinige Asymptoten sind analog definiert. 
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4. 


x 3 + 1 



-2.0 2 4 


x 3 + 1 

Aus y =-= x 2 H-folgt: 

X X 

lim | /(x) - x 2 | =0 

x -*• ± OO 

Für | x | -► oo ist die Kurve mit 
y = x 2 eine Gegenkurve. 

Für x-+ 0 geht y-^ oo. 

x = 0 ist Polstelle, die y -Achse ist 
eine Asymptote. 


5. 


x 3 + 1 



-2 0 2 4 


\ x 3 + 1 . 1 , , . 

Aus y = folgt: 

lim | f(x) - x | = 0 

X—► ± oo 

Für | x | -► oo ist die Gerade mit 
y = x eine Asymptote. 

Für x -► 0 geht y oo. 

x = 0 ist Polstelle, die Achse ist 
eine Asymptote. 


7.6 Kurvendiskussion 

Unter Zuhilfenahme der Differentialrechnung ist es möglich, Aussagen über das Verhalten 
einer Funktion zu machen. Wir sind imstande, charakteristische Merkmale der Kurven von 
Funktionen zu ermitteln. 

Die Anwendung der Differentialrechnung in diesem Sinn bezeichnet man als Kurven¬ 
diskussion. 

In den folgenden Abschnitten werden einige Funktionen untersucht. 

^ Dabei gehen wir meistens in folgenden Schritten vor: 

1. Feststellung der Art der gegebenen Funktion 

2. Umfassendste Definitionsmenge, Pole, Lücken 

3. Symmetrieeigenschaften 

4. Ableitungen 

5. Nullstellen 

6. Asymptoten 

7. Extrempunkte und Wendepunkte 

8. Grenzwerte 
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7.7 Ganzrationale Funktionen 
Polynom, ganzrationale Funktion 


Ein Term von der Form 


a n x n + a„ _ \ x n ~ 1 + a n _ 2 x n ~ 2 + 
mit a k e R a a n ¥= 0 a n e N* heißt 

Polynom n-ten Grades in der Variablen x über R. 

. . + Cl\ X + ÜQ 


n heißt Grad, die a k heißen Koeffizienten, a n heißt Anfangskoeffizient, a 0 heißt konstantes 
Glied oder Absolutglied. 

Polynome vom Grade 1, 2, 3, .. . heißen linear, quadratisch, kubisch, . . . 

Wir bezeichnen im allgemeinen ein Polynom n-ten Grades in der Variablen x mit P„(x). 
Wenn wir x mit a belegen, so nimmt der Term den Zahlenwert P n (a ) an, den man als 
Polynomwert bezeichnet. 

Da jedem xeR genau ein Polynomwert entspricht, ist y = P n (x) eine Funktion. 

Man bezeichnet f:y = P n (x ) als 

ganzrationale Funktion oder Polynomfunktion /i-ten Grades. 

In der Technik ist es üblich, statt Polynomfunktion kurz Polynom zu sagen, wenn keine Ver¬ 
wechslungen zu befürchten sind. 

Termwerte eines Polynoms kann man vorteilhaft mit Hilfe des Horner-Schemas berechnen 
(Band 2, Abschnitt 1.2). 


Nullstellen ganzrationaler Funktionen, Gleichung n-ten Grades 


Die ganzrationale Funktion P m (jc) = a 0 ■.+ a^x + ... + a n x n hat an der Stelle 
eine Nullstelle, wenn P„(*o) = 0. 

X = X 0 

Einer ganzrationalen Funktion n-ten Grades entspricht eine Parabel n-ter Ordnung. 

Die Bildkurve der Funktion schneidet oder berührt die x- Achse in 

In der nebenstehenden Abbildung hat der Graph der V 1 

Funktion mit der Gleichung > 

y = f{x) = a 0 + a-iX + a 2 x 2 + a 3 x 3 + a A x 4 / 

die Stellen jc 1? x 2 und x 3 mit der x-Achse gemeinsam. / 

Es gilt daher: f{x x ) = f(x 2 ) = f(x 3 ) = 0. / x i 

den reellen Nullstellen. 

^ y y=f(x) 

X 2 X 3\ X 

Wenn P n (x ) ein Polynom n-ten Grades ist, so heißt 

P n (x) = 0 

algebraische Gleichung n-ten Grades in x. 
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Wenn P„(xo) — 0 gilt, so heißt x 0 eine Lösungszahl (kurz Lösung) der Gleichung P n (x) = 0. 
In der Menge C der komplexen Zahlen gilt 1 : 


Jede algebraische Gleichung «-ten Grades in einer Variablen hat im Körper der kom¬ 
plexen Zahlen genau n Lösungen, wenn man (eventuell vorhandene) mehrfache Wurzeln 
in ihrer Vielfachheit zählt. 


Gauß hat 1799 in seiner Dissertation diesen Fundamentalsatz der Algebra bewiesen. 


Wenn x^ = a + bj eine Lösung von P n (x) = 0 ist, so ist 
auch x 2 = a — b) eine Lösung dieser Gleichung. 

Eine algebraische Gleichung ungeraden Grades besitzt mindestens eine reelle Lösung. 
Jedes Polynom n-ten Grades läßt sich (bis auf die Reihenfolge) eindeutig in ein Produkt 
von n Linearfaktoren und einer Konstanten zerlegen. 

P„(x) = a„(x - x^) • (x - x 2 ) •... '(x - x n ), 
wobei x u x 2> . .., x„ die Lösungen von P n (x) = 0 sind. 

Vorzeichenregel von Descartes: 

Die Anzahl der positiven Wurzeln von P„(x) = 0 ist gleich der Anzahl der Vorzeichen¬ 
wechsel bei den reellen Koeffizienten oder um eine gerade Zahl kleiner. 


Die Anzahl der negativen Wurzeln erhält man durch Anwenden des letzten Satzes auf 
P n ( — x) = 0. 

Falls f(x ,) ‘/(x 2 ) > 0, so liegen 0, 2, 4, ... Wurzeln zwischen x 1 und x 2 . 

Falls f(x i) -f(x 2 ) < 0, so liegen 1, 3, 5, ... Wurzeln zwischen jc t und x 2 . 


Durch Ausklammern der höchsten Potenz von x erkennt man das Verhalten von P„(x) 
für x^ ± oo. 


P„{x) = a n x n 



a n -1 

a n x 


a n ■ x L 


.. + 


flo \ 
a„ • x") 


lim a n x n = oo 
Ul — 00 


lim 

Ul — 00 


1+-^ L + - 
1 a„ • x 


a n -2 


a n ■ x" ] 


lim P n {x) = 00 

Ul— 00 


Das Vorzeichen von P„(x) für jc-»> 00 


a„ > 0, n gerade: 

lim 

X-+ + OO 

P„(X) = 

a„ > 0, n ungerade: 

lim 

P„(x) = 


X-* + OO 


a n < 0, n gerade: 

lim 

PJx) = 


X —*• + 00 


a n < 0, n ungerade: 

lim 

P„(x) = 


hängt von a„ ab: 

+ 00 lim P„(x) = 

JC-* — 00 

-I- 00 lim P n (x) = 

X —► — 00 

— 00 lim P„(x) = 

— 00 lim P n (x) = 


X -*- + 00 


X-* — OO 


+ 00 


+ 00 


Der Beweis dieses Satzes ist mit elementaren Mitteln nicht möglich. 
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BEISPIELE 

1. Die Funktion mit der Gleichung y — x 3 — 5x 2 — 8 x + 12 soll diskutiert werden. 
Lösung: 

a) Es handelt sich bei der vorliegenden Funktion um ein Polynom dritten Grades in x. 

b) Definitionsbereich D = R 

Wertebereich W= U 

c) Es kommen sowohl gerade (x 2 ) wie ungerade (x, x 3 ) Glieder vor; es ist daher keine 
Symmetrie zu erwarten. 

d) Ableitungen /' (x) = 3x 2 — lOx — 8 

f" (x) = 6 x — 10 

e) Nullstellen (Schnittpunkte der Kurve mit der x-Achse): 

Es ist in unserem Falle zweckmäßig, einige Funktionswerte mittels des Horner- 
Schemas zu berechnen. Selbstverständlich wird man auch die Steigung der Kurve 
in diesen Punkten berechnen, um nicht nur die Punkte, sondern Linienelemente 1 in 
das Koordinatensystem eintragen zu können. 


X 

- 3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

y 

-36 

0 

14 

12 

0 

-16 

-30 

-36 

-28 

0 

54 

y' 

49 

24 

5 

-8 

-15 

-16 

-11 

0 

17 

40 

69 



JV, 



n 2 





Ni 



Die Form der Kurve ist schon deutlich zu erkennen. 
Die Nullstellen sind: Xj = — 2 x 2 = 1 x 3 = 6 

M(-2|0), k, = 24 
#2(110), k 2 = -15 

#3 (610), ki = 40 



f) Extremstellen (/' (x) = 0) /' (x) = 3x 2 - lOx — 
Wegen/'(x) = 0 gilt: 3x 2 —lOx —8 = 0 

x 4 = 4 

2 


8 

y 4 = -36 
y 5 = 14,815 


Wegen f" (x) = 6 x — 10 ist y" (4) > 0 

und y" //(-y| 14,815 


T{ 4| -36) 


g) Wendestellen (f" (x) = 0) und Krümmungsverhalten /" (x) = 6 x — 10 
f" (x) = 0 also 3 x — 5 = 0 => x = y y = — 10,593 

Die Steigung der Wendetangente ist /' (yj. Y — 10,593 J k w = —16,33 


Linienelement = Punkt mit zugehörigem Tangentenstück. 
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5 2 

Für x < — liegt eine Rechtskurve vor, bis x H = — — steigend, dann fallend. 

Für x>j liegt eine Linkskurve vor, bis x T = 4 fallend, dann steigend. 

h) Wir prüfen das Verhalten der Funktion für x -► ± oo und klammern dazu die 
höchste Potenz von x aus: 


) 


5 8 12 

y=x y-^-^ + ^. 

( 5 8 12 \ 

1 — — — —j + — j-j 1 • 
X X X J 

^ J t 5 8 12 \ 

Es ist daher: lim x i I 1 — — — —j H - j j = + oo 

x —>■ + oo \ _ X X _ X ) _ 

r. - , 5 8 12 \ 

Für x —*■ — oo geht x i -► — oo und I 1 — — — —j + —j 1 - 

\ XX X J 

L 5 8 12 \ 

\ 1 lc x T + ”c r ) 00 


Es ist daher: lim x 3 

X — oo 


Wir lösen nun unser Beispiel mit Hilfe eines Computer-Algebra-Systems. 

Für einen künftigen Ingenieur ist es — wenn er mit CAS arbeitet — selbstverständlich, mit 
dem Zeichnen der Funktion zu beginnen und anhand dieser Zeichnung das Problem 
systematisch zu lösen. 

MATHEMATICA 


y = x3 - 5 x2 - 8 x + 12 

Plot[y, {x,-3,7}, GridLines -> Automatic, Frame -> True] 



(* Ableitungen *) 
ysl = D[y, x] 
ys2 = D[ys1, x] 

(* Nullstellen *) 

Solve[y == 0, x] 

(* Steigungen in den Nullstellen 
ysl/.x->-2 
ys1/.x->1 
ysl/.X“>6 


-8 - 10 x + 3 x~2 
-10 + 6 x 

{{x -> -2}, {x -> 1}, {x -> 6}} 

24 

-15 

40 
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(* Extremstellen *) 

ex = Solve[ys1 == 0, x] 

{{x -> -2/3}, {x -> 4}} 

yh = N[y/.x->-2/3] 

14.8148 

yt = N[y/ .x->4] 

-36. 

(* Wendestellen *) 

w = Solve[ys2 == Ö,x] 

{{x -> 5/3}} 

yl = N[y /.x->5/3] 

-10.5926 

kwt = I\l[ys1 /.x->5/3] 

-16.3333 

Solve[z - yl == kwt (x - 5/3), z]//N 

{{z -> 16.6296 - 16.3333 x}} 

(* Verhalten im Unendlichen *) 

Limit[y, x->Infinity] 

Infinity 

Limit[y, x-> -Infinity] 

-Infinity 

(* Schneller geht es mit dem Befehl FindMinimum *) 

FindMinimum[y, {x,2,6}] 

{-36., (x -> 4. } } 

FindMinimun[-y, {x,-3,0}] 

{-14.8148, {x -> -0.666667}} 

FindMinimum[ysl, {x,0,4}] 

{-16.3333, {x -> 1.66667}} 


Nun lösen wir das Problem mit DERIVE. 

Zunächst wird die Zeichnung angefertigt, dann rechnen wir: 


1: 

x~3 - 5 x~2 - 8 x + 12 




y (*) 

2: 

dif(#1, x) 

3 x 

'2 - 10 x 

- 8 

y'(x) 

3: 

dif(#2, x) 

6 x 

- 10 


y"(x) 

4: 

solve(#1, x) 

x = 

1 x - - 

2 x - 6 

Nullstellen 

5: 

MS#2, 1 

- 15 


/(1) 

6: 

MS#2, -2 

24 



/(- 2 ) 

7: 

MS#2, 6 

40 



y'ifi) 

8: 

solve(#2, x) 

x = 

- 2/3 

x — 4 

Extremstellen 

9: 

MS#1, -2/3 

14.1 

3148 


HP 7 (-2/3) 

10: 

MS#1, 4 

- 36 


TP y (4) 

11: 

solve(#3, x) 

x - 

5/3 


Wendepunkt 

12: 

MS#1, 5/3 

-10 

.5925 


y( wp) 

13: 

MS#2, 5/3 

-16 

.3333 


/( WP) 

14: 

- 16.3333 (x - 5/3) - 10.5925 

16.6296 - 16 

.3333 x 

Wendetangente 


AUFGABEN 

Diskutieren Sie die angeführten Funktionen. Berechnen Sie Nullstellen, falls notwendig, 
mit Hilfe eines Näherungsverfahrens. 


7.61 a) y = Wx 3 -15x 2 + 7 

7.62 a) y = 3x 3 -2x 2 + 5x-2 

7.63 a) y = x 2 (10-x) 


b) y = x 3 + 3x 2 - 5x 

b) y = x(x-2) 2 

b) y = (x + 3) (x — 4) (x — 6) 
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7.8 Gebrochenrationale Funktionen 


Die Summe, die Differenz oder das Produkt zweier Polynome ergeben wieder ein Polynom. 
Der Quotient zweier Polynome ist im allgemeinen kein Polynom. 


Man nennt 
Z r (x) 


/: y — 


a r x r + i x r ~ 1 + ... + «! x + a 0 


N,(x) b,x‘ + b, _ t ~ 1 + .. . + b A x + b 0 
eine gebrochenrationale Funktion, falls Z r {x) nicht durch N,(x) teilbar ist. 


( N t (x ) =t= 0, a r =t= 0, b, 4= 0) 


v ^ t echt 

Wenn > ist, so spricht man von einer unec |j t gebrochenrationalen Funktion. 

Für den Definitionsbereich D gilt: D = (jc| A^(jc) 4 = 0} 

Jede unecht gebrochenrationale Funktion läßt sich durch Division in eine echt gebrochen¬ 


rationale Funktion und in eine ganzrationale Funktion zerlegen, z. B.: y = 
in y = x 2 - 2x — 1 H- 

y V - 1 


x 3 — 3 x 2 + x — 2 
x- 1 


Wenn Z,.(*i) = 0 und N t (xi) # 0 ist, so nennt man ^ eine Nullstelle der Funktion f 
Wenn N t (x 0 ) = 0 und Z r (x 0 ) =4 0 ist, so nennt man x 0 eine Polstelle der Funktion f 
Gemeinsame Nullstellen von Z r (x ) und N,(x) heißen Lücken der Funktion 1 . 


Eigenschaften der gebrochenrationalen Funktionen 


l. 


2 . 


Jede gebrochenrationale Funktion f(x ) läßt sich als Quotient zweier teilerfremder 
Polynome Z r {x) und N,(x) darstellen. 

Definition: 

Z r (x) a r x r + a r _- l x r ~ 1 + ... + a^x + a 0 


/: T = 


-i* r _ 

N,(x ) b, x‘ + b, _ j x* ~ 1 + ... + x + b 0 


a r 4= 0, b s =4 0 


Summe, Differenz, Produkt und Quotient rationaler Funktionen sind wieder rationale 
Funktionen. 


3. Die gebrochenrationale Funktion ist für alle x -Werte definiert und stetig, mit Aus¬ 
nahme der Polstellen, also der Nullstellen des Nenners. 


4. Tritt im Nenner N,(x ) der Linearfaktor x — x 0 
(im Zählerpolynom aber überhaupt nicht!), 
gilt also N,(x) = (x — x 0 ) n N t (x), so spricht 
man von einem Pol n-ter Ordnung. 

Der Kurvenverlauf bei Polen ist aus der Abbil¬ 
dung zu ersehen. 

Beim Durchlaufen einer Polstelle ungerader 
Ordnung wechselt f(x) das Vorzeichen, bei Pol¬ 
stellen gerader Ordnung dagegen nicht. 

Die Gerade x = x 0 ist Asymptote. 


1 Der Funktionswert ist dort nicht definiert. 


in der Faktorenzerlegung «-mal auf 
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Allgemein gilt: 

An jeder Polstelle besitzt die Kurve eine zur x-Achse normale Asymptote. 


5. Zur Ermittlung der Asymptote einer echt gebrochenrationalen Funktion (r < t ) divi¬ 
dieren wir Z,.(x) und N,(x) durch x r : 


/« = 


i fli a 0 

, a r + -+ ... + ——r + —7 

Z r (x) _ x _ x r ~ 1 x' 

N t (x) ~ b, b 0 

b,x' ' + ...+ ——r + — 

X' - 1 x r 


Für | x | —► oo strebt der Zähler gegen a r , während der Nenner gleichzeitig über alle 
Grenzen wächst. 

Es ist somit lim /(x) = 0; die x-Achse ist Asymptote. 


M- 

6 . Sind Zähler- und Nennerpolynom vom gleichen 
Grad, so strebt der Funktionswert mit | x | -► oo 

gegen die Konstante 

Die Parallele im Abstand zur x-Achse ist 
b/ 

Asymptote der Kurve von /(x) für | x | —► oo . 


1 

0 

-1 












y=f 

(X) 


\syr 

ö 1 

2J 

\>te 




-3 


- 2-10123 
1 — x 2 


/(*) = 


1 + X 3 


7. Für r > t gilt: 

/(x) läßt sich als Summe eines Polynoms vom Grad r — t und einer echt gebrochen¬ 
rationalen Funktion darstellen. 


Die Kurve von f:y = 


Z r (x) 


N,(x) 

Funktion vom Grad r — t an. 

Für r = t + 1 erhält man eine schiefe Asymptote 1 . 


schmiegt sich für x -► oo der Kurve einer ganzrationalen 


BEISPIELE 


1 . 


Die Funktion /: 


y = 


X 2 + 1 

x 2 — 4 


(Beispiel 3, Seite 126) ist zu diskutieren. 


Lösung: 

a) Es liegt eine gebrochenrationale Funktion vor. Zähler und Nenner sind vom zweiten 
Grad in x. 

b) Definitionsbereich D = R\{2, —2} 

c) Es liegt Symmetrie zur y- Achse vor. Es gilt: 

/( — x) = /(x) /ist also eine gerade Funktion. 

d) Die Ableitungen von / sind: 

-lOx „ 10 (3 x 2 + 4) 

} : y ~ (x 2 - 4 ) 2 J '■ y ~ (x 2 - 4 ) 3 

e) .v 2 t 1 — 0 => x = ± y — 1 = ±j. 

Es gibt keine reellen Nullstellen. 

f) Die Funktion / hat zwei Polstellen (Nullstellen des Nennerpolynoms). 

An den Polstellen hat der Graph von/zur x-Achse normale Asymptoten. 


1 Sie ist zu keiner Achse parallel. 
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g) Der Grad des Zählers ist gleich dem Grad des Nenners, daher ist die Gerade mit 
y = +1 eine Asymptote der Kurve. 

h) Extrema: /'(*) = 0 also — 10x = 0 => x = 0 y = — 

/"(0)<0 =» Max h(o -7-j 

i) Es existieren keine Wendepunkte: 

3 x 2 + 4 = 0 hat keine reellen Wurzeln! 


Nach der Ermittlung einiger Funktionswerte zeichnen wir den Graphen. 



-4 -2 0 2 4 


/(*)- 


x 2 + 1 
x 2 -4 


2. Die Funktion/: y = * So11 mit HÜfe deS Software P akets MATHEMATICA 

untersucht werden. 

Pr 

a) Es liegt eine gebrochenrationale Funktion vom Typ — mit r > t vor. 

Zunächst zeichnen wir den Graphen von f 

f = x (x + 4) / (x - 2); 

Plot[f, {x, -6, 8}, PlotRange->{-10, 30} ] 



-6 -4 -2 
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/ist für alle x mit Ausnahme von x=2, der Nullstelle des Nennerpolynoms, definiert. 
Der Definitionsbereich von /ist daher: D = 1R\{2} 


(* Ableitungen *) 

fsl = Together[D[f, x]] 

(-8 - 4 x + x"2)/(-2 + 

x) "2 

fs2 = Together[D[fs1, x]] 

24/(-2 + x) Ä 3 


fs3 = Together[D[fs2, x]] 

-72/(-2 + x)~4 


(* Nullstellen *) 

Solvef f == 0, x] //N 

X 

i 

'x' 

o 


fsl /. x->-4 

2/3 


fsl /. x->0 

-2 


(* Extrema *) 

Solve[ fsl == 0, x] //N 

{{x -> -1.4641}, {x -> 

5. 4641}} 

f /. x->-1.4641 

1.0718 


f /. x->5.4641 

14.9282 


(* Wendestellen # ) 

Solve[ fs2 — 0, x] //N 

u 



f" (x) kann nicht Null werden, daher gibt es keine Wendestelle. 


b) Polstelle bei x = 2. 

Die Gerade x = 2 ist daher eine vertikale Asymptote. 


(* Schiefe Asymptote *) 


Limit[f, x->Infinity] 

Infinity 

Apart[f] 

6 + 12/(-2 + x) + x 


Mit x-+ oo nähert sich /immer mehr der linearen Funktion y= x+ 6. 
Die Gerade y=x+ 6 ist daher Asymptote des Graphen von / 


x (x -f- 4) 

Nun zeichnen wir die zwei Funktionen y = ———-— und y = x 4- 6 in ein Dia¬ 
gramm. Damit es übersichtlicher wird, verwenden wir Raster und Rahmen. 


Plot[ {f, x + 6}. {x, -6, 8}, 
GridLines->Automatic, Frame->True ] 



Asymptoten: 
x = 2 
y = x + 6 


-6 -4 -2 0 


2 


4 


6 
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Zusammenfassung: 

Nullstellen: N,(-4\0), k, = 2/3 N 2 (010), k 2 = -2 

Polstelle: x=2 vertikale Asymptote 

Extrema: H (-1,464111,0718) 7(5,4641114,9282) 

Wendestelle: keine 

Asymptote: y=x+ 6 


Together [ausdr] bringt alle Terme auf einen gemeinsamen Nenner. 

Apart [ausdr] schreibt ausdr als eine Summe von Termen mit minimalen Nennern. 


Anders formuliert: Apart 

[ausdr] liefert eine 

Partialbruchzerl 

AUFGABEN 

Die folgenden Funktionen sind zu diskutieren: 

_ v x 2 + 5 

_. x 2 — 9 


7.64 a) y - 

x — 2 

b) y- x _ 4 

c) y- 

1 

7.65 a) y = x 2 + yy 

b) y = x 1 -j^ 

C ) y = 

x 2 + 1 

x 2 — 1 


7-66 a) y — x 2 _ g 

b) y ~ *2 _ 9 

c ) y- 

x 

10 x 


7.67 a) * - t _ x2 

b >'=4-*> 

c) y- 


x + 5 


1 


2x 2 — 1 
16 — x 2 

x 

1 + * 2 


7.68 Lösen Sie Beispiel 2 (von Seite 135) mit Hilfe von DERIVE. 


7.9 Nichtrationale Funktionen 


Z,.(x) 

Alle Funktionen, die sich nicht durch y = P n (x) oder y = ——— 
heißen nichtrationale Funktionen. ' 


darstellen lassen, 


BEISPIELE 


y = |/x; ^ = ]/jc 2 "; y = Vx 2 + 1 . . . 
y = a x ; y = e _ * 2 ; y=Ce kx . . . 
y = lnx; y = lgx; y = log fl ;c . . . 
y = sinx; y = tanx; y = Csin(ö)x + <p) . . . 


y = 2 + x- 


Yx 2 


- = e x — sin( 2 jc — 0 , 6 ) 

1 , 2 , 17 7 

y = tanx = x + —x i + -^-x 5 + + • 


Wurzelfunktionen 
Exponentialfunktionen 
Logarithmische Funktionen 
Kreisfunktionen 


1*1 < J 


Die Wurzelfunktionen gehören zu den algebraischen Funktionen, alle anderen hier ange¬ 
führten Funktionen zu den transzendenten Funktionen. 
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BEISPIELE 

1. Die Funktion f'.y = x]/x — 3 ist zu diskutieren. 

Lösung: 

a) / ist eine nichtrationale, algebraische Funktion. 

b) Definitionsmenge D = {x\x = 0 a x > 3} 

c) / ist weder eine gerade noch eine ungerade Funktion. 

d) Ableitungen 

3 (jc — 2) . 3 (jc — 4) 


/'(*) = 


2lß 


jx - 3 
e) Nullstellen (f(x) = 
c-fx 


/"(*) = 


4(x - 3)\x - 3 


0 ) 


x-yx — 3=0 => = 0 x 2 = 3 

Man nennt einen Einsiedlerpunkt. 

ist nicht reell; k 2 existiert nicht (lotrechte Tangente). 

f) Es gibt keine Extrema, weil 2 £ Z). 

g) Wendepunkt /" (jc) = 0 => x — 4 = 0 => x = 4 


y = 4]/4 — 3 = 4, k = = 3 


W (414) = 3 


Nun zeichnen wir den Graphen: f(x ) = x\x — 3 


^(010) A^2 (3 | 0) 



0 2 4 6 


2. Die Gleichung der gedämpften Schwingung lautet: 
y = v(t) = Ae ~ 01 sincot A =£ 0 

y ist die Elongation, das ist der zum Zeitpunkt t vorliegende Abstand von der Ruhe¬ 
lage. 

A ist die Amplitude der ungedämpften Schwingung, ö die Dämpfungszahl, t die Zeit 

2 71 

und (o = 2ti/= —jT die Kreisfrequenz. 

/ ist die Frequenz der Schwingung, das ist die Anzahl der Schwingungen in der Zeitein¬ 
heit. T ist die Schwingungsdauer, das ist die für eine Vollschwingung benötigte Zeit. 

Lösung: 

a) Es ist |sin&>r|<l. Daher liegt die Kurve mit y = Ae ~ 51 sin co t zwischen den 
Dämpfungskurven mit y = Ae ~ Sl und y= —Ae~ St . 

Die Amplitude klingt also nach einer Exponentialfunktion ab. 

b) Nullstellen (A e ~ 5t sin co t = 0) 

Weil A =#= 0 ist und e ~ 5r nicht Null werden kann, muß sin co t = 0 gelten. 

Somit ist cot = nji (n e Z ) bzw. t = —-. 

_ co 

Der Wert n = 0 entspricht dem Anfangspunkt. Die Nullstellen der Funktion y 
stimmen mit den Nullstellen der Funktion mit y = sin cot überein. Die Dämpfungs¬ 
zahl ö hat keinen Einfluß auf die Lage der Nullstellen und damit auch nicht auf die 
Schwingungsdauer T. 
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c) Berührpunkte mit den Dämpfungskurven 


Ae' 


sin cot* 


±A ■ e" 


sinöit* 


cot* = (2n±l)— mit neZ 


Die Berührpunkte haben somit die Abszissen: t„* = 4- -yj = (2n 4-1)-^- 

Die Berührstellen liegen in der Mitte zwischen den Nullstellen 1 . 


Es ist ja 


/ 1 \ n 1 

: (" + 2)^2 


A7JI (ll + 1) 


a ] 


d) Extremwerte 0>(t) = 0) 

y(t ) = yle -5 '[ — <5sin + öicosöit] 

= Ae ~ 5t ]lco 2 + 5 2 [ ~i=== cos 6i t — , sin 6i11 

r \l/ß> 2 + 5 2 Vß) 2 + <5 2 / 

Um einen Ausdruck der Form cos tz cos/? — sin tz sin/? = cos(tz + /?) zu erhalten, 

führen wir durch . = = cos cp und , ^ = sin (p einen Hilfswinkel (p 

Vß) 2 + ö 2 l/© 2 + <5 2 

ein (beachten Sie: cos 2 (p + sin 2 <p = 1) . 

Es ist somit: j>(t) = /ij/öi 2 + 8 2 • e _ cos (6it + <p) 

Wegen ,4 # 0, j/öi 2 + 5 2 ^ 0 und e “ 5t ¥* 0 muß cos (cot + cp) = 0 sein und somit 

ist 6it + cp = (2 n + 1)-^-, also: t = ( « + 4-) ——— 

2 \ 2 J co co 

Für gerade n liegen Maxima, für ungerade w liegen Minima vor. 


Vergleichen Sie die Steigungen der Kurven mit y = A-e s '-sin cot und y = A • e 5 ' in den Berühr¬ 
punkten! 
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Beachten Sie: y 

Die Extremstellen der gedämpften Schwin- ' 
gung sind gegenüber den Extremstellen der 

Sinusschwingung um — nach links ver¬ 
schoben. 

Die Extremstellen haben voneinander den 
gleichen Abstand wie die Nullstellen bzw. 
die Berührstellen, es ist: 

n T 


y=2,5-e 


_ _ -0,6t . . ... 

y=2,5 e sin(4t) 


e) Wendepunkte y(t) = 0 

Aq~ 5, [{ö 2 — co 2 ) sincuf — 2 co8 cos cot] = 0 
2 coÖ 


Somit ist: tan cot = 


ö 2 - 


f) Für die Ordinaten zweier Punkte, die um 

2 Tl 

eine Periode T =-voneinander entfernt 

liegen,gilt: 

y-i = A e “ 5,1 sin co t\ und 
y = Ae ~ 5( 'i + 71 sin co(t t + T) = Ae ~ 



2l 

yi 


% — 8t\ 


Es 8 iIt: - e -s n . e -ST-* 

Der Quotient zweier Ordinaten, deren Abszissen sich um eine Schwingungsdauer 
voneinander unterscheiden, ist konstant gleich q S t . 

Man nennt A = e ST das Dämpfungsverhältnis und lnzl = öT das logarithmische 
Dekrement. 

Zusammenfassung: 


Der Graph der gedämpften Schwingung ist eine abklingende Sinuskurve zwischen 
den Dämpfungskurven mit y = Ae ~ St und y — —Ae~ St . 

Der Faktor e " 5t verkleinert nicht nur die Amplituden, sondern ist auch für die 
Verschiebung der Extremstellen 1 maßgebend. 


AUFGABEN 

Die folgenden Funktionen sind zu diskutieren: 

c) y = x — tan x 
c) y = ln | x 2 — 41 


gegenüber y x : y = sin cot. Im Term — hängt cp von 8 ab: tan<p = — 


7.69 

a) y = 

X 

Mv l/ X+1 

1x + 1 

b) y ~ 1 x-2 

7.70 

a) y = 

x 

— + sinx 

b) y = sin x — cos jc 

7.71 

a) y = 

x\nx 

b) y = 5e 

7.72 

Lösen Sie Beispiel 2 (von Seite 138) mit DERIVE. 
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7.10 Relationen 

Eine Kurve kann der Graph einer Funktion (jedem x-Wert ist genau ein ^-Wert zugeordnet!) 
oder einer Relation sein. 

Geschlossene Kurven (Kreis, Ellipse, Astroide, . . .) sind Graphen von Relationen 
(z. B.: x 2 + y 2 = 16, ^- + ^- = 1, x 3 +/=a 3 ). 

Diese Relationen sind jeweils Vereinigungsmengen mehrerer 
Funktionen. Dies ist bei der Diskussion zu berücksichtigen. 

^ Wenn der Graph einer Relation symmetrisch bezüglich der x- 
Achse ist, so gilt für jedes Punktepaar P l9 P 2 : 

x 2 = x 1 a y 2 =-yi 

Wenn man in der Gleichung einer Relation y durch — y ersetzt, so erhält man die 
Gleichung des bezüglich der x-Achse symmetrischen Graphen. 



BEISPIEL 

1. Die Relation R : y 2 = x 2 (4 — x) ist zu diskutieren. 

Lösung: 

a) Die Relation R besteht aus den Funktionen: 

A‘ y = +x] /4 - x 
und f 2 : y = —x]/4 — x 

y tritt in R nur in der zweiten Potenz auf; mit 
(*i I Jh) erfüllt auch (x* | — y t ) die Relation. 

Der Graph von R ist daher symmetrisch zur x-Achse. 

Wir können uns somit auf die Untersuchung der Funktion / t : y = x]/4 — x 
beschränken. 



b) Definitionsbereich 

j/4 — x ist in R nur für x < 4 definiert. 
Es ist somit D = {x \ x < 4 }. 


c) Nullstellen (y = 0) 
Aus xj/4 — x = 0 folgt: 


d) Ableitungen 

, 8 — 3x r .. 

y = H- 7 — für x < 4 

21/4 -x 

„ 3 jc — 16 

y = 4-- _/ für 

4(4 — x)]/4 — x 

e) Extremwerte (y' = 0) 


x < 4 


Es ist dann y = 


16l/3~ 

9 


Xi = 0 x 2 = 4 


Aus 8 — 3 x = 0 folgt: x 


3 


H (2,6713,08) 





















142 


7. Kurvenuntersuchungen 


f) Wendepunkte (y" =0) 

Aus 3 x — 16 = 0 folgt x = -y. Dieser Wert gehört nicht zu D, die Kurve besitzt 
daher keinen reellen Wendepunkt. 

g) Asymptoten 

Für x -► — oo wächst über alle Grenzen. 

Es gibt daher keine Asymptoten. 

h) Tangente an der Stelle x = 4 

An der Stelle x = 4 hat die Kurve eine vertikale Tangente, ihre Gleichung lautet: 

x = 4 

i) 2. Kurvenast 

Aus der Symmetrieeigenschaft der Kurve folgt, daß sich an der Stelle 2,67 ein Tief¬ 
punkt befindet. T( 2,671 -3,08) 


AUFGABEN 


Die folgenden Relationen sind zu diskutieren: 


7.73 a) y 2 = x 2 (x- 4) 

7.74 a) x 2 = {y — x 2/3 ) 2 

7.75 a) 1 x 3 + y 3 — 6 xy = 0 



b) y 2 = x 3 

b) y 2 = x 2 ( 16 — x 2 ) 

b) 2 * 2/3 + ^ 2/3 = 8 2/3 


c) J> 2 = x(x — l) 2 
c) y 2 = (x + 3) 2 (x — 2) 




-4-20 2 4 


Kartesisches Blatt 


2 Astroide 


3 Strophoide 























8. Parameter- und Polarkoordinatendarstellung 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Polarkoordinaten, Polarachse und polare Steigung erklären; 

■ eine in Polarkoordinaten dargestellte Funktion differenzieren; 

■ den Winkel zwischen Polstrahl und Tangente berechnen; 

■ den Begriff Parameterdarstellung einer Kurve erklären; 

■ eine in kartesischen Koordinaten gegebene Funktions- bzw. Relationsgleichung in eine 
Parameterdarstellung umformen und umgekehrt; 

■ eine in Polarkoordinaten gegebene Funktions- bzw. Relationsgleichung in eine Parameter¬ 
darstellung umformen und umgekehrt; 

y 

■ die Formel y' =-r für x = x(t), y — y(t) angeben; 

■ die Ableitung einer in Parameterform gegebenen Funktion berechnen. 


8.1 Darstellung von Funktionen durch Polarkoordinaten 

Im Abschnitt 13.2 des 2. Bandes haben wir den Begriff Polarkoordinaten und die Umrech¬ 
nung kartesische Koordinaten *-*■ Polarkoordinaten kennengelernt. 

Man kann auch Kurven in Polarkoordinaten, z. B. in der Form r = f(<p), darstellen. 
BEISPIELE 

1. Die Gleichung eines Kreises mit dem Radius r und dem Mittelpunkt im Ursprung des 
Koordinatensystems lautet: x 2 + y 2 = r 2 

Wie lautet die entsprechende Gleichung in Polarkoordinaten? 

Lösung: 

Wir bezeichnen den Radiusvektor mit p. Es ist x = p cos (p und y = p sin (p. 

Somit gilt: p 2 cos 2 (p + p 2 sin 2 (p = r 2 und daher p = r = const. 

2. Wie lautet die Gleichung einer Geraden in Polarkoordinaten? 

Lösung: 

P ist ein beliebiger Punkt auf g. Seine Polarkoordinaten 
sind r und (p. 

n ist der Abstand des Ursprungs von der Geraden g. 
v ist der Winkel, den die Normale von O auf g mit der 
Polarachse einschließt. 

Esgilt: r= cos ("-?)’ wobei (v-*)e]-f, +f[ 

Diskutieren Sie die Gleichung! 

3. Die Gleichung einer Kurve in Polarkoordinaten lautet: 

2 

r = , wobei cos 2 cp > 0 vorausgesetzt ist. 

1 /cos 2 cp 

Wie lautet die Kurvengleichung in kartesischen Koor¬ 
dinaten? 
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Lösung: 

r 2 (cos 2 (p — sin 2 <p) = 4. Wir setzen rcos(p = x und 
r sin (p = y und erhalten: x 2 — y 2 = 4 

Das ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel. 

I n n r 

~~ 4 ’ ~ 4 \ 

oder 

4. Die Gleichung einer Lemniskate in Polarkoordinaten lautet: 

r 2 = 2 a 2 cos 2 (p 

Wie lautet die entsprechende Gleichung in kartesischen Koordinaten? 

Lösung: 

xx y y 

Wir setzen r 2 = x 2 + y 2 und cos (p = — = , ■ ■ — - und sin cp = — = , - 

r ]/x 2 + y 2 r \x 2 + y 2 

in r 2 = 2 a 2 cos 2(p = 2a 2 {cos 2 (p — sin 2 (p) ein und erhalten: 

x 2 + y 2 = 2a 2 (—^—— — — bzw - (x 2 + y 2 ) 2 - 2a 2 (x 2 - y 2 ) = 0 

\ x 2 + y 2 x 2 + y 2 / - 



AUFGABEN 

8.01 Wie lauten die Polarkoordinaten der Punkte: 

P\ ( 8 19), P 2 (-4|17,5), P 3 (01-12), P 4 (3,21-7,8), P 5 (19|0), P 6 (0|19)? 

8.02 Wie lauten die kartesischen Koordinaten der Punkte: 

P 1 (42,7 0 19), P 2 (136° 12,3), P 3 (219,2 0 115,6), P A (<p = 0,1721 r = 24,7), 

P 5 ((p = 294,7° \r = 36,4)? 

8.03 Wie lautet die Gleichung 2 

a) r = 4 cos (p b) r = 4 cos (<p — 45 0 ) c) r = _ — (cos (p ^ 1) 

in kartesischen Koordinaten? 

8.04 Wie lautet die Gleichung 3 

a) y = 3 x + 2 b) = Jt 2 c) x 2 + y 2 — 4x = 0 in Polarkoordinaten? 
8.05 Erstellen Sie eine Wertetabelle und zeichnen Sie die Kurve: 

a) r = a (p (archimedische Spirale) b) r = e a(p (logarithmische Spirale) 


In DERIVE kann man mit dem Befehl Option State den Typ des Koordinatensystems 
ändern. 

Rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem: 

Die Option Reet angular bewirkt, daß ausdruck als Term der Funktionsgleichung 
y = f(x) aufgefaßt wird. 

Polarkoordinatensystem: 

Die Option Polar bewirkt, daß ausdruck als Term der Funktionsgleichung r= f((p) 
aufgefaßt wird. 

Der Befehl Plot verlangt hier die Eingabe eines minimalen und eines maximalen 
Winkels. Voreingestellt sind die Werte —3.1416 und 3.1416. 
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BEISPIELE 

5. Wir wollen nun die Funktionen r = sin (er), r = sin (2 a) und r = sin (3#) in der 
folgenden Form darstellen: 


1=““ 

.c 

::::::::::::: . < 

I) •. 

: . . . . ... 

- 







r 

1: SIN(a) 

2: SINC2 a) 

3: 

( 



Mit WD2 (Window Designate 2D-plot) ändern wir den Typ Algebra-Fenster auf 
den Typ 2D-plot. 

Mit 0 Mode: Graphics nützen wir unsere grafischen Möglichkeiten. 

Mit OS Polar stellen wir den Polarkoordinatenmode ein. 

Mit Window Split Horizontal At line 13 teilen wir den Bildschirm in zwei 
horizontale Felder. 

Das obere Feld (|T|) teilen wir mit WSV At column: 39 in zwei vertikale Felder. 

Mit WG3 (Window Goto 3) kommen wir in das Feld f3|, das wir mit WSV At column: 
39 in zwei vertikale Felder ([3] und [4]) teilen. 

Wir springen mit WG4 in das Feld [4], das wir mit WD Algebra zu einem Algebrafenster 
machen, in dem wir unsere Terme eintragen. 

Wir markieren 1: SIN(a) und drücken P. 

Wir sind nun in Feld 1. Nach P zeichnet der Rechner unseren Graphen. 

Wir springen mit WG4 in das Feld 4, markieren 2: Sin (2 a) usw. 
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► 


In MATHEMATICA kann man den Graphen der Funktion r= f(cp) mit dem Befehl 

PolarPlot[f (<p), {cp, <pi, cp2}] zeichnen. 

Der Befehl PolarPlot befindet sich im Package Graphics Graphics'. 


6. Zeichnen Sie die archimedische Spirale r = 2<p + 3. 

MATHEMATICA 

Needs["Graphics'Graphics'"] 

PolarPlot[2 alpha + 3, 

{alpha, 0, 2 Pi} ] 

Wir haben den Winkel (p auf oc umbenannt, 
weil phi im Programm die folgende Fehler¬ 
meldung hervorruft: 

General: spell 1: 

Possible Spelling error: new symbol 
name „phi" is similar to existent symbol „Phi". 



8.2 Ableitung von Funktionen in Polarkoordinatendarstellung 

Eine Funktion sei in Polarkoordinaten r, (p gegeben: r = f((p) 

Formal wird die Ableitung r' =^j~ = genauso gebildet wie die Ableitung y', 

wenn kartesische Darstellung vorliegt. 

^ Geometrisch bedeutet r' jedoch nicht die Steigung der Kurve gegen die Polarachse! 


P hat die Polarkoordinaten r und cp. 

Sein Nachbarpunkt Q habe die Koordinaten 
r + Ar und (p + A(p. 

PR rA(p 
llQ ~ Ar 


Es ist tan ß ; 


Beim Grenzübergang A(p^ 0 nähert sich die 
Sekante [PQ] unbeschränkt der Tangente t. 


Es strebt Ar 
rA(p 

somit —~ A — - 
Ar 


0 und dabei auch 
rd(p 

“dT' 


ß -► \p und 




► 


Der Differentialquotient r' =-ist von der Lage der Polarachse unabhängig! 
oc ist Außenwinkel des Dreiecks OTP. 


Es gilt daher oc = (p + y/ bzw. 


tan oc = tan(<p + y/) = 


tan (p + tan \p 
1 — tan (p tan ip * 


1 Tangens des Winkels, den die Tangente mit dem Leitstrahl einschließt. 
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r 

tan (p + yr 

Wir setzen tan \u = -7- ein und erhalten: tan a =--- 

r . r 

1 - — tan (p 
r 


BEISPIELE 

1. Die Gleichung einer logarithmischen Spirale lautet r = e^ 
mit (p g ] - 00 , 00 [• 

Der Winkel zwischen Leitstrahl und Tangente ist zu 
berechnen. 

Lösung: 

r 

Es gilt: tani// = — 

d r 

Aus r=Q (p folgt r' =~yy = Q<p = r 

r 7t 

Es ist daher: tan ip = yr = 1 und somit y/ = y = 45° 



Die logarithmische Spirale schneidet alle Leitstrahlen unter gleichem Winkel \p. 


MATHEMATICA 

r = Exp[phi]; rsl = D[r, phi]; 

psi = ArcTan[r/rs1 ] n/4 

2. Gegeben sei eine Kardioide (Herzkurve), deren Gleichung in Polarkoordinaten 
r = 2 a(l + cos (p) lautet. 

Der Winkel zwischen dem Leitstrahl und der Tangente der Kardioide ist zu berechnen. 


Lösung: 


r 

tan w = —~ 
” r 


Es ist: 


r = 2öe(1 + cos<j 0 ) 

r ' == — 2 asm cp und daher 
d (p 


r 

tan uf = — 
r 


2 a(l + cos <p) 
— 2 a sin (p 



2 cos 2 4- 


. . (p (p 
2 sin^- cos-y 

7t , (p 

V'-T + T 



DERIVE 

1: r :=2a (1 + cos(0>)) 
2: rsl := dif(r, <I>) 

3: winkel := atan(r/rs1) 

@1 m #4 tc/2 


-2 a SIN(O) 

-Ti FLOOR(0/(2 7r))-(7r-0)/2 
-ti/4 


FLOOR(x) liefert die größte Zahl, die <xist. 

Für 9 = tc/2 erhielten wir winkel = - tt/4. Somit gilt: = 3tt/4 
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AUFGABEN 


Für welche Werte von (p sind diese Funktionen definiert? 

Berechnen Sie den Winkel zwischen Leitstrahl und Tangente der Funktionen: 



~7 8.07 a) r = sin 2 (p b) 4 r = al/cos 2 (p c) r = — - d) 5 r = — 

^ 1 7 sin (p ' (p 

l [n 


8.3 Darstellung in Parameterform 

Oft ist es nicht zweckmäßig und auch nicht möglich, den Zusammenhang zweier Größen x 
und y direkt in Form einer Gleichung anzugeben. Wir betrachten daher eine weitere Kurven¬ 
darstellung, die Parameterdarstellung. 

Man gibt die beiden Koordinaten % und y in Abhängigkeit von einer dritten Hilfs¬ 
variablen, wir nennen sie den Parameter, an. 

x — A '(01 j e dem Wert t e T wird ein geordnetes Zahlenpaar (x, y) zugeordnet. 

y = y(t) J 

► Es liegt nur dann eine Parameterdarstellung einer Kurve vor, wenn x(t ) und y(t ) in einem 
gemeinsamen t- Intervall definiert und dort stetig sind. 

Für jede Kurve gibt es unendlich viele Parameterdarstellungen. 


Wenn eine Funktion durch die Gleichung r = r{(p) gegeben ist, so gelangt man zu einer 
Parameterdarstellung durch die Transformation: 

x = r((p) • cos (p y = r{(p) ■ sin (p 


BEISPIELE 


1. Die Parameterdarstellung einer Kurve sei x = a( 1 + t ) und y = at 3 . 

Wie lautet die explizite Darstellung? 

Lösung: 

X X — CI 

Aus der ersten Gleichung erhalten wir 1 + t = — bzw. t =- 

a a 

Wir setzen diesen Wert in die zweite Gleichung ein und erhalten: y = -- 


2 . 


Die Gleichung einer archimedischen Spirale lautet bei Darstellung in Polarkoordi¬ 
naten: r = a(p Eine Parameterdarstellung ist anzugeben. 


Lösung: 

Es gilt: x = r{(p ) • cos (p 
y = r((p) -sirup 


also 


x = a-(p- cos (p y = a-(p- sing? 


1 Galileische Spirale 2 Fermatsche Spirale 3 Archimedische Spirale 

4 Lemniskate 5 Hyperbolische Spirale 
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3. 


Die Gleichung einer logarithmischen Spirale lautet r=e (p . 
Eine Parameterdarstellung ist anzugeben. 

Lösung: 

Es gilt: x = r{(p) • cos (p , 

y = r((p) ■ sin<p als0 


x — cos (p y = q <p sin (p 


Um den Graphen der Funktion 

x = x(/), y = y(t) mit t = L bis t = t 2 
zu zeichnen, verwendet man folgende Befehle: 

DERIVE: [x(t), y(t)] [Plotl usw. 

MATHEMATICA: ParametricPlot[{x(t), y(t)}, {t, tl, t2}] 


Zu Beispiel 1: 

Wir zeichnen den Graphen von x = 5 (1 + /), y = 5 r 3 für t\= - 2 bis t 2 = 2. 


MATHEMATICA 

ParametricPlot[ {5 (1+ t), 
5 t~3}, {t, ~2, 2} ] 


-5 


DERIVE 
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AUFGABEN 

8.08 Schreiben Sie in der Form F(x , y) = 0. 

a) x = 3 t b) x = 4A — 1 

y = 2t 4- 1 y — 2 A + 1 

8.09 Geben Sie eine Parameterdarstellung an: 

a) x 2 + y 2 = c 2 b ) = 1 


c) x = 3 A 
y = 2 A + 4 


c) 


£i_ j 7_ i 
« 2 & 2 


8.10 Zeichnen Sie die Kurven: 

a) x = 5 cos t b) x = 5 t 2 

y = sin / y = 2 t 


c) x = 2 + 3 cos t 
y = 1 — sin t 


8.4 Ableitung von Funktionen in Paranieterdarstellung 


Eine im Intervall / differenzierbare Funktion ist in der Parameterform x = x(/), y = y{t) 
gegeben, das heißt, x und y sind durch eine Hilfsvariable t dargestellt. 

Ein Parameterzuwachs At ruft entsprechende Änderungen Zixund Ay hervor. 


Ay 

Um —— zu erhalten, 
Ax 


dividieren wir Zähler und Nenner durch A t und erhalten 


Az 

Ax 


Ay 

At 

Ax 

At 


Wenn wir voraussetzen, daß x(/) und y(t) nach dem Parameter t differen¬ 
zierbar sind und x'(t) 0 ist, so können wir den Grenzübergang At^ 0 

vornehmen. 


Az 

Wirerhalten: y' = lim = lim ^* 

At-0 Ax 

At 


lim 

At- 0 


lim 

At — 0 


Az 

At 

Ax 

~Äi 


Z 

x 


Die Punkte über x und y zeigen die Differentiation nach dem Parameter t an, während 
der Strich bei y auf die Differentiation nach x hinweist! 


Durch Anwenden der Kettenregel und der Quotientenregel erhalten wir y ". 


1 •,. „ , ... dy' dt yx — yx 1 xy — xy 

Es güt = (y’Y = = ^7 = ^7^ 


x y I 
x y | 


X = x(t) 

dx 




—r~ = x 

dt 

/ dy 
y = d^= 

dy dt y 

y" = —1* y\ 

II 

II 

^■3 

dt dx x 

* x 3 |x y\ 
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BEISPIELE 


1 . 


x = rcos /j 0<t<2n 
y = rsin t J 

Durch diese Gleichungen ist der Kreis (0|0||r) dargestellt, y' und y" sind zu 
berechnen! 


Lösung: 



y 



x y I 

x y\ 


x = rcos t 
x = — rsin t 
x = — r cos t 


y = rsin t 
y = r cos t 
y = — rsin / 


Für sin t ^ 0, also für t # 0 und t =£ n, erhalten wir: 
cos t 
sin t 

r 2 sin 2 1 + r 2 cos 2 1 1 


y = 
y"= 


-cot/ 


■ r j sin J t 


rsin 3 1 


-cot t y" =- 


- 1 


2 . 



— oo < t < oo 


y' und y" sind zu berechnen! 


Lösung: -Z 



,_ 2t _2 _ „ _ 6 / 2 - 12 1 2 _ 2 ,_ 2 _ 2 

y ~ 3t 2 ~ 3t y nt 6 ~ 9t 4 ^ 3< ^ 9f 4 


3. 



_)/ und sind mit 
DERIVE zu berechnen! 


Lösung: 



x y I 

* y\ 
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DERIVE 


1 

x : = 

a ln(t) 


x(0 

2 

y : = 

a/2 (t + 1/t) 


j(0 

3 

xp : 

= dif(xp,t) 

a/t 

x(0 

5 

x2p 

:= dif(xp,t) 

- a/t~2 

m 

7 

yp : 

“ dif(y.t) 

a (V2 - 1)/(2 t"2) 

m 

9 

y2p 

:= dif(yp.t) 

a/t Ä 3 

m 

11: ysl 

:= yp/xp 

(t Ä 2 - 1)/(2 t) 

y'(x) 

CM 

W 

>* 

CO 

:= 1/xp"3 (xp y2p - yp x2p) 

(t~2 + 1)/(2 a t) 

y"(x) 


4. 


* = e- a 'l 
y = e at J 


— oo < t < oo 


y' und y" sind mit MATHEMATICA zu berechnen! 


Lösung: 

Beachten Sie, daß xy = 1 ist und somit eine Parameterdarstellung eines Astes einer 
gleichseitigen Hyperbel, welche die Koordinatenachsen als Asymptoten hat, vorliegt. 




x y I 

* y\ 


X = 

Exp[~ a t]; y = Exp[a t] 




xp = 

= D[x, t]; yp = D[y, t]; 




x2p 

= D[xp, t]; y2p = D[yp, 

t]; 



ysl 

= xp/yp //Simplify 



-E“(-2 a t) 

ys2 

** 1 / xp~3 (xp y2p - yp 

CL 

CM 

X 

// Simplify 

2 E"(3 a t) 


y' = — e ~ lat y" = 2e 3at 


AUFGABEN 

Berechnen Sie y' und y" und geben Sie an, für welche Werte von t die Funktion und 
deren Ableitungen definiert sind. 


8.11 gj) 



b) x = a]/7 

y-bft 


c) x = at 2 
y = bt 


8.12 a) x = t- t 3 

y=t 2 

8.13 a) x = —V- 

COS 2 t 
y = tan t 




x = 

y = 


l 

2- t 
1 

1 - t 


x = a cos t 
y = bsmt 


c) x = at 3 



c) x = sin 3 1 
y = cos 3 1 















9. Krümmung ebener Kurven 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Krümmung, den Krümmungsradius und die Koordinaten des Krümmungsmittelpunkts in einem 
Kurvenpunkt berechnen; 

■ die Begriffe Evolute einer Kurve und Evolventen einer Kurve erklären. 


9.1 Definition 


Wir haben f'(x 0 ) als Maß der Steigung des Graphen von / an der Stelle x 0 kennengelernt. 
Aus /" (x 0 ) ^ 0 konnten wir feststellen, ob an der Stelle x 0 eine Linkskurve oder eine Rechts¬ 
kurve vorliegt. 

Wir wollen nun ein Maß für die Krümmung in einem Kurvenpunkt einführen. 


Man bezeichnet im täglichen Leben einen Kreis als um so mehr gekrümmt, je kleiner sein 
Radius ist. Eine Gerade, also die Grenzlage eines Kreises mit einem über alle Grenzen wach¬ 
senden Radius, bezeichnet man als „nicht gekrümmt“. 

Wir betrachten zwei Kurven C\ und Ci* und legen 
durch die Punkte P 0 (P 0 *) und Pf Pf) Tangenten. Wir 
nennen die Kurve Cf im Punkt Pf stärker gekrümmt 
als die Kurve Q im Punkt P \. 

Die Punkte von Cf entfernen sich rascher von der Tan¬ 
gente tf als die Punkte von von t 0 . Es ändert sich 
also in der P^-Umgebung die Tangentenrichtung ra¬ 
scher als in der Umgebung von P x . 

/\ (x 

Es liegt daher nahe, den Quotienten als mittlere Krümmung zu definieren. 

Dabei bedeutet Acc die Änderung des Winkels cc, den die Tangente 
an die Kurve mit der x-Achse jeweils einschließt. 

5 " ist die Länge eines kleinen Kurvenstücks. 



Für kleine As gilt in erster Näherung: 

(A S f = (A X ? + (Ayy also (£)' - 1 + (j£f 


c . . .. 

Es ist lim —t— 

Ax-+ 0 AX 


ds 

= -j— und 

dx 


lim 

Ax->( 


und damit 


* (£)'- ,+ ( 


Az 

Ax 

also 


dy 

dx 





1 ] 


Act 

k = lim —— = 

As^O As 


da 

ds 


Die Krümmung k im Punkt P einer Kurve C y = /(x) ist der Grenzwert der mittleren 
Krümmung, wenn zls-»0 strebt, also der Differentialquotient des Richtungswinkels a 
der Tangente nach der Bogenlänge s. 


Die Gleichung der Kurve C lautet: y = f(x) 

Sowohl der Tangentenrichtungswinkel a als auch die Bogenlänge s sind Funktionen von x. 
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Es ist j>'=tana, also a = arctan^' 
da da dy' 1 „ 

dx dj>' dx 1 + j >' 2 ^ 


und somit gemäß der Kettenregel 
M d . 

wei ) = y ist. 


da 

... ds n r- tz . . . da dx 

Mit -j— = O + V erhalten wir: - 3 — = —— 
dx r ds ds 

dx 


y" 

1 + y' 2 

yi +V ' 2 


dar j;" 

ds _ (1 + ^' 2 ) 3/2 


Krümmung einer Kurve in einem beliebigen Punkt P(x\y) 


Weil der Nenner immer positiv ist, kann die Krümmung nur in jenen Punkten Null werden, 
für die y " = /" (x) = 0 ist. 


k ist somit gleich Null für jede lineare Funktion an jeder Stelle, ferner bei beliebigen 
Funktionen in deren Wendestellen. 

Bei Linkskurven ist k positiv, bei Rechtskurven ist k negativ. 

Jene Kurvenpunkte, in denen die Krümmung einen relativen Extremwert besitzt, nennt 
man Scheitel. 


BEISPIELE 

1. Die Krümmung eines Kreises mit dem Radius r ist zu berechnen. 

Lösung: 

da n , , 

k = —s = r- (p a = (p + — und damit da = dcp 

Aus ds = rd(p folgt: K = ~T~ = = ~ k = — 

d.y ds r _ r_ 

Die Krümmung des Kreises ist konstant gleich -y. 

2. Es ist die Krümmung im Scheitel der Parabel y = ax 2 zu berechnen. 

Lösung: k = — + ^, 2)3/2 
Esist>>'=2flx und damit y " = 2 a . 

In einem beliebigen Kurvenpunkt P{x \ y) 


3. Es ist die Krümmung im Scheitelpunkt 
rechnen. 

y " 

Lösung: K= - + y ,i^i 

y = A sinx => y' =A cos x => y" = — A sinx 

In einem beliebigen Punkt Pix I v) ist daher: k = —--^- Sin ,* 

v " (l+^ 2 cos 2 x ) 3/2 

71 

Im Punkt S ist x = — und somit: k s = — A 


ist daher: k 


*(fw) 


(1 + 4a 2 x 2 ) 3/2 
Für -SCO 10) erhalten wir: k s = 2 a 

der Sinuslinie y = A sinx zu be- 
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4. Es ist die Krümmung im Scheitelpunkt einer gewöhnlichen Zykloide zu berechnen 1 . 

1f n 

Lösung: k = 


(1 +y ,2 y /2 

Eine Parameterdarstellung der gewöhnlichen Zykloide ist: x = r(t — sin t ) 

y = r{ 1 — cos t) 

Es gilt: y'=4 und v"-4r|^| 

x x 3 | x y| 


x = r{ 1 — cos 0 = rsin f 

x = rsin t y = rcos t 

„ r 2 (cos t — 1) — 1 


7 = 


_ . t t 
2sinyCOSy 

r(l — cos f) ^ t COt 2 


rsin / 


2 sin 2 y 


1 


r 3 (l — cos t) 3 r(l —cosO 2 . . , t 

v 7 v 7 4rsin 4 y 


1+ J>' 2 = l + COt 2 y = 


(1 + y' 2 ) 3/ 


4 r sin' 


1 . 3 t 

r sin y 


(i+y ,2 ) 3/2 = 
- 1 


Sln 2 


4 rsin 




2 2 

Im Scheitelpunkt 5 ist t = 7t und somit: k s = — 


4r 


9.2 Krümmungskreis 

Wenn die Kurven Q und C 2 zweier Funktionen mit y = f\(x) 
und y = / 2 ( x) den Punkt P 0 (x 0 \y 0 ) gemeinsam haben, dann 
gilt:/,(x 0 ) =/ 2 (x 0 ) 

Wenn sie in P 0 die gleiche Steigung, also eine gemeinsame 
Tangente besitzen, so gilt zusätzlich /i' (x 0 ) = / 2 ' (x 0 ). In 
diesem Fall sprechen wir von einer Berührung erster Ordnung. 
Wenn die einander berührenden Kurven in P 0 auch gleiche 
Krümmung haben, so gilt zusätzlich 2 : /i"(x 0 ) = fi" (*o) • Man 
sagt: Es liegt eine Berührung zweiter Ordnung vor. 


Wenn genau n Ableitungen in einem Punkt übereinstimmen, so spricht man von einer 

Berührung n-ter Ordnung. 



Wir denken uns zu einer gegebenen Kurve C im Punkt P 
einen Kreis gezeichnet, der die gleiche Steigung und die 
gleiche Krümmung wie die Kurve hat 3 . Wir nennen ihn 
Krümmungskreis oder Schmiegkreis. Sein Mittelpunkt M 
heißt Krümmungsmittelpunkt; sein Radius p heißt Krüm¬ 
mungsradius. Die Krümmung des Kreises (k = —; 
Beispiel 1, S. 154) und die Krümmung der Kurve, ^ 


1 In Band 4 werden Zykloiden ausführlich behandelt werden. 

2 Folgt aus der Formel für die Krümmung. 

3 Es liegt eine Berührung zweiter Ordnung vor. 
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y " 

stimmen in P überein, 

es gilt daher: 

also k — .. /isi/-» ’ 

(1 + y f2 ) 3/2 


(i +y ' 2 ) 3/2 

P y " 

y" #0 


Wenn p < 0 ist, so liegt der Kreis beim Durchlaufen der Kurve in Richtung wachsender 
x- Werte auf der rechten Seite * 1 der Tangente. 

In allgemeinen Punkten einer Kurve durchsetzt der Krümmungskreis die Kurve, in Scheitel¬ 
punkten berührt er sie nur. 

In einem Punkt P\ (*i | y^), in dem f" ( x ^ = 0 ist, artet der Krümmungskreis in eine die 
Kurve durchsetzende Gerade, die Wendetangente, aus. 


In einem Punkt Po(^olTo) m it waagrechter Tangente ist wegen /'(x 0 ) = 0 die Krümmung 
k = f" (x 0 ) und somit p im Punkt P 0 : p 0 = ' ^ 


f" Oo) 


Für sehr flache Kurven gilt daher: p j 


Für die Koordinaten x M und y M des Mittelpunktes des 
Krümmungskreises an die Kurve C\y=f(x) im Punkt 
P(x\y) gilt: 

Xm = x — p sin oc 
y M = y + pcoscc 



Wegen jF=tan£Z und sin cc = 

• „ y' ™ „ _ 


tan oc 


FT 


FT 


I - , wa w — , - 

]/l + tan 2 oc 1/1 + tan 2 oc 

^ -. Und damit erhalten wir die 


Koordinaten des Krümmungsmittelpunkts M(x M \y M ): 

y' 


x M = x- p 


y M = y + P 


FT 71 

i 


bzw. 


F+ 


y 


= x - —(i + y' 2 ) 


yM = y + — (l + ^' 2 ) 


Zu Beispiel 2 von Seite 154: 

y = ax 2 => y'=2ax => .y' (0) = 0 => k = 2a 

1 

und somit ist: p = yy x M = 0 y M = p 

Zu Beispiel 3 von Seite 154: 

y = A sinx => y' = A cos x 


1 Es liegt eine Rechtskurve vor. 
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1. Es soll im Punkt ^ (011) der Krümmungskreis der Exponentialkurve mit y = e* 
berechnet werden. 


Lösung: p = 


(1 +y' 2 ) 3/2 


y 


x M = x- 


py 


]/l + y' 2 yM y + l/l + y' 2 

Es ist = y' —y" =e v und somit j>(0) = j>'(0) = y" (0) = 1. 
Wir erhalten: = 2]/T 


2 . 


x M = 0-21/2^ = -2 


y*- i + 2y2^ = 3 


Der Krümmungsradius einer archimedischen Spirale 
mit der Gleichung r=a(p ist zu berechnen. 

(1 +y' 2 r 2 

Losung: p = -—- 


Wir verwenden eine Parameterdarstellung. 
Aus r = acp erhalten wir 


Zeigen Sie, daß p = = 4rsin— ist. 


p x = 2,828 M(- 213) 
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x=a<p cos cp unddamit 
y = cup Sirup 


x = a(cos (p — (p sin (p) 
= fl(sin (p + (p cos <p) 


Es ist: 


und 


, y sin cp + (p cos (p 

^ x cos (p — (p s\n(p 


1 +y ,2 = 


1 + (p 2 


(cos (p — (p sirup) 2 


y = 


P = 


(1 + y' 2 ) 3 ' 


&y' 

d rp 
dx 
d (p 


2 + (p 2 


a{cos(p — (p sirup) 2 
(1 + (p 2 ) 2/2 


a{cos(p — (p sirup) 2 
(cos (p — (p sin (p) 2 2 + (p 2 


a( 1 + (p 2 ) 2/2 
P = 2 + <■/>? 


Beachten Sie: 

Die in den Abschnitten 8 . und 9. angeführten Operationen kann man in DERIVE mit Hilfe 
der Hilfsdatei DIF_APPS. MATH direkt lösen. 

Wir beschränken uns in diesem Buch auf das schrittweise Lösen der Probleme. 


AUFGABEN 

9.01 Berechnen Sie in den Punkten P 0 (l l^o) und Pi(2,75 \y A ) die Krümmung der Kurve: 

a) y = x 2 b) y = ][x c) y = 3 cosx d) y = e 2 

9.02 Bestimmen Sie den Krümmungsmittelpunkt und den Krümmungsradius der in 9.01 
angeführten Kurven in den gegebenen Punkten. 

9.03 Bestimmen Sie den Krümmungsmittelpunkt und den Krümmungsradius im Scheitel¬ 
punkt S der Kurve: 

g 

a) y = e~ x2 b > y = x2 + 4 c) 3 x 2 4y 2 = 12 

- - - / \ 

d) x 3 + y 3 = a 3 im Punkt P x [-^\y^> (Astroide) 

t 2 - 1 t 1 -\ / a \ 

e) * = a ~ ^2 + 1 y = at t 2 + 1 im Punkt P 1 ( y bl < 0 j (Strophoide) 

9.04 Wie groß ist der Krümmungsradius des kartesischen Blattes mit x 2 — 3 axy + y 2 = 0 
in jenem Kurvenpunkt, in dem die Tangente parallel zur x-Achse ist? 

x^ 

9.05 Wo ist die Kurve mit a) y = ln x, b) y = —, c) x = a cos t; y = b sin t am stärk¬ 
sten gekrümmt? 

9.06 Berechnen Sie die Krümmungsradien in den Hoch- und Tiefpunkten der Funktion 
y = a 3 x 2 + a 2 x 2 + a^x + a 0 . 

9.07 Wie groß ist der Krümmungsradius in einem beliebigen Punkt der Kurve 

ü . 2 

= cos 2 (p b ) = cos 2<p(Lemniskate)? 
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9.3 Evolute und Evolvente 


Die Menge aller Krümmungsmittelpunkte einer 
Kurve stellt eine neue Kurve dar, die so¬ 
genannte Evolute 1 . 

Die ursprüngliche Kurve heißt dann eine 

Evolvente 2 . 



Die Gleichung der Evolute zur Kurve mit y = f{x ) lautet in Parameterdarstellung: 


v = y + -^r(i + y'*) 


£ und Tj sind die Koordinaten eines laufenden Punktes der 
Evolute, also die Koordinaten des Mittelpunktes des Krüm¬ 
mungskreises im Punkt P{x\y ) der Evolvente. 


Bei dieser Darstellung ist x der Parameter. 

y = f(x ) ist eine Funktion des Parameters x, ebenso y'=f'(x ) und y" =f"{x). 
Deshalb ist £ eine Funktion in x und rj eine Funktion in x. 


BEISPIELE 

1. Die Evolute der Parabel mit der Gleichung y = ax 2 ist zu bestimmen. 

Lösung: £= x — -y^-(l + y' 2 ) 

v=y + r^r^ + y' 2 ) 

y= ax 2 y'=2ax y" =2a 

2 ax 

Somit ist: £= x — ■ (1 + 4a 2 x 2 ) = —4a 2 x 3 

und 77 = v + -r— (1 + 4a 2 x 2 ) = —f3 ax 2 

1 2a 2a 

Wir eliminieren den Parameter x und erhalten die Gleichung einer semikubischen 
Parabel (Neil-Parabel). 



P 1 / t 

Es ist x 3 = also x = - |/ 


und somit 


jflä 


Wir zeigen anhand dieses Beispieles den allgemeingültigen Satz: 


Die Evolutentangenten schneiden die Evolventen rechtwinklig. 


Evolvente ist die Parabel mit y = ax 2 . 


evolvieren (lat.) = entwickeln, entfalten 

Aus der Definition folgt, daß die Existenz der ersten und zweiten Ableitung von f{x) vorausgesetzt ist. 
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Das heißt aber: Für den gleichen Parameter t ist 
y 0 '=2at und y Q *' = 

Die Kurvensteigungen sind also negativ reziprok, 

die Evolutentangente ist somit Evolventennormale. 


Wir können uns die Evolvente durch Abwick¬ 
lung eines in A befestigten nichtdehnbaren Fa¬ 
dens entstanden denken, welcher der Evolute 
überall straff anliegt. Jeder Punkt des Fadens 
liefert eine andere Evolvente, das heißt, zu einer 
Evolute gehört eine Evolventenschar. 



2 . 


Die Evolute der Zykloide mit x=r(t — sin*) und y=r(l — cost) ist zu 
bestimmen. 

Lösung: Die Parameterdarstellung der Evolute lautet: 
f = x-j^r(l+y' 2 ) r? = y + yr(l + y' 2 ) 



Das ist die Gleichung einer kongruenten Zykloide. Diese ist um nr Einheiten in der 
x -Richtung und um 2 r Einheiten in der negativen ^-Richtung gegenüber der ge¬ 
gebenen Zykloide verschoben. 
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AUFGABEN 

9.08 Wie lautet die Gleichung der Evolute der Ellipse mit der Gleichung 

b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 l 

9.09 Wie lautet die Gleichung der Evolute der Hyperbel mit b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2c t 
9.10 Wie lautet die Gleichung der Evolute der Hyperbel mit y = -^? 


Geschichte der Infinitesimalrechnung 

Als Begründer der Infinitesimalrechnung gelten Leibniz und Newton. Sie schufen aus schon vorhan¬ 
denen infinitesimalen Techniken (Archimedes, Tabit ibn Qurra, Kepler, Cavalieri, Torricelli, Fermat, 
Descartes, ...) die Infinitesimalrechnung. 

Isaac Newton (1643—1727) 

„ Wenn ich etwas weiter sah als andere, so deshalb, weil ich auf 
den Schultern von Riesen stand.“ 

Newton wurde ein Jahr nach dem Tod von G. Galilei, des Begründers der 
exakten Naturwissenschaften, geboren. Er war richtungweisend in vielen 
Disziplinen der Mathematik, Physik und Astronomie. 

1669 schuf er die Korpuskulartheorie des Lichts und konstruierte ein 
Reflektorteleskop für die Beobachtung der Bahnen der Jupitermonde. 

1687 erschien sein Hauptwerk „Philosophiae naturalis principia mathematica“, 
das außer dem Gravitationsgesetz die nach ihm benannten Axiome (Träg¬ 
heitsgesetz, dynamisches Grundgesetz, Wechselwirkungsgesetz) enthält. 

Er leitet die empirischen Gesetze von Kepler aus seinem Gravitationsgesetz 
ab und stellte die Theorie der Bewegungsstörungen auf. Die von ihm geschaf¬ 
fene Mechanik wurde erst nach 1900 durch die Relativitätstheorie wesentlich 
erweitert. 

In seiner „Principia“ führt Newton in die mathematische Behandlung physikalischer Probleme ein. 
Seine Form der Infinitesimalrechnung beruht auf der Mechanik. Seine mathematischen Größen sind 
dem Sinne nach physikalische Größen, die von der Zeit abhängen. Er bezeichnet sie als „Fluenten“ und 
ihre Geschwindigkeiten als „Fluxionen“. 



Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) 

„Ich habe so viele Einfälle, die vielleicht später von Nutzen sein 
werden, wenn sich eines Tages gründlichere Leute als ich ein¬ 
gehender mit ihnen beschäftigen und ihre schönen Gedanken 
mit meinen Mühen vereinen werden. “ 

Das Universalgenie Leibniz entdeckte das Dualsystem, schuf die Infinitesi¬ 
malrechnung und die Kombinatorik. Er war auch auf den Gebieten Rechts¬ 
wissenschaft, Logik, Philosophie, Metaphysik, Theologie, Politik und 
Literatur richtungweisend tätig. Er konstruierte eine Staffelwalzen-Rechen¬ 
maschine. Diese konnte die vier Grundrechnungsarten durchführen, während 
die von Pascal konstruierte Maschine nur addieren und subtrahieren konnte. 

1672 bis 1676 war Leibniz in Paris als Diplomat tätig, wo Huyghens sein 
Interesse für Mathematik weckte. 

1673 entdeckte er die Reihenentwicklung -^-=1 — + — -y + ... 



1675 war die Geburtsstunde des Calculus: 

„Es wird nützlich sein, statt,Summe aller y i von nun an \ y dy zu schreiben. 

Wenn $ydy gegeben ist, so bietet sich das zweite Kalkül d(-^-j=y an - 4 
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1682 veröffentlichte er das Konvergenzkriterium für alternierende Reihen. 

1684 veröffentlichte er ein Buch über die Lösung von Extremwertproblemen, in dem die Differentia¬ 
tionsregeln für Summen, Produkte und Quotienten sowie die Kettenregel Vorkommen. 

Weitere Arbeiten: Determinanten und Untersuchung komplexer Zahlen. 1700 gründete Leibniz die 
Berliner Akademie der Wissenschaften und wurde deren erster Präsident. 

1685 brach ein Prioritätsstreit über die Erfindung der Infinitesimalrechnung aus. Nationale Eifersucht 
verdrängte das Denken und den Anstand. 

Wahrscheinlich hat Newton seine Methode früher gefunden. Leibniz, der die Infinitesimalrechnung in 
Formeln ausdrückte, hat jedoch sicher die bessere Methode gefunden. 

Die Leibnizschen Ideen wurden weiter ausgebaut. Großen Anteil daran hatten die Familie Bernoulli, 
ferner Leonhard Euler, l’Ambert, De Moivre, MacLaurin, Taylor u. v. a. 

1696 erschien das erste komplette Buch über die Infinitesimalrechnung, die „Analyse des infinement 
petits“, vom französischen Adeligen de l’Hospital, der auch Vorlagen von Johann Bernoulli benützte. 


Leonhard Euler (1707—1783) .. 7 

Euler sorgte mit der Familie Bernoulli für die Weiterentwicklung der Leibniz¬ 
schen Ideen. 

Euler schuf die Variationsrechnung, die Analyse des Unendlichen, die Diffe¬ 
renzenrechnung und die analytische Zahlentheorie. Er war in vielen Gebieten 
der Physik und der Astronomie richtungweisend. 

Mit Kettenbrüchen bewies er, daß e eine irrationale Zahl ist. Euler erhielt 
zehnmal den Preis der Akademie der Wissenschaften. 




Pierre Simon de Laplace (1749—1827), 
französischer Astronom und Mathematiker 

Das Lebenswerk von Laplace war die Untersuchung der Bewegungen der 
Planeten. Als physikalisches Werkzeug stand ihm das Gravitationsgesetz von 
Newton zur Verfügung. Geeignete mathematische Werkzeuge mußte er sich 
erst schaffen. Er schuf die Potentialtheorie und zeigte neue Wege bei der 
Lösung von Differentialgleichungen auf. Er beschäftigte sich mit Problemen 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Von ihm stammt die „Klassische Definition 
der Wahrscheinlichkeit“: 

Anzahl der Fälle, bei denen das Ereignis E eintritt 
' ' Anzahl aller gleichmöglichen Fälle des Experiments 


Bernhard Riemann (1826—1866) 

war einer der bedeutendsten Mathematiker des 19. Jahrhunderts und gehörte 
zu den jugendlichen Genies. 

Mit der Riemannschen Geometrie schuf er das Fundament für das moderne 
mathematische Verständnis des Raumes und damit für die allgemeine 
Relativitätstheorie. 

Richtungweisende Arbeiten schuf er auch auf dem Gebiet der Funktionen¬ 
theorie, der Zahlentheorie und der Differentialgleichungen. 

Von Riemann stammt die Definition des bestimmten Integrals als 

lim 2/(&)' A ** 

" — oo k = o 



1 Siehe Band 2, Seite 39. 






INTEGRALRECHNUNG 


10. Unbestimmtes Integral 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Stammfunktion F (x) einer Funktion f (x), unbestimmtes Integral, Integrand, Integra¬ 
tionsvariable und Integrationskonstante erklären; 

■ die Integrationsformeln 


x"dx 

dx 

x 

e A dx 

sinxdx 

dx 


n+ 1 


+ C 


yr 


n + 1 
= ln * 4- C 

= e A + C 

— — COS X + C 
- = arcsin x + C 


(n s R\{ —1}) 

(x + 0) 
f 

\ a x dx 


■+ c 


ln a 

cosxdx = sinx + C 
dx 


(a > 0, a 4= 1) 


1 1 + x 2 


= arctan x + C 


angeben; 

Integrale der angegebenen Art berechnen; 

eine Linearkombination von Funktionen integrieren; 

Integrale mit Hilfe der Formel \f(ax + b) dx = — F{ax + b) + C (F' = f) berechnen; 

a 

eine Funktion/aus ihrer Ableitungsfunktion/' berechnen; 

ein Integral mit gegebener Anfangsbedingung berechnen; 

eine Funktion/aus ihrer zweiten Ableitungsfunktion f" berechnen. 


10.1 Stammfunktion 

Eine der Hauptaufgaben der Differentialrechnung besteht darin, daß zu einer Funktion F 
die Steigungsfunktion F' (wir nennen sie f) bestimmt wird. Diese Aufgabe ist umkehrbar. 

BEISPIELE 

Es sind Funktionen F(x) zu suchen, deren Ableitung F'(x) = /(x) ist. 

1 . /(x) = 2 

Die Ableitung von 2x ist 2. Somit ist F(x) = 2x. 

Weil die Ableitung einer additiven Konstanten Null ist, können wir allgemeiner 
schreiben: F(x) = 2 x + C 

Probe: f(x)= F'(x) = 2 

2 . f(x) = x 

Beim Differenzieren wird der Grad einer Potenzfunktion um 1 verringert. 
y = x 2 ergibt differenziert y'= 2 x. 

x 2 

Somit ist: F(x) = — + C 


Probe: /(x) = F' (x) = x 
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3. fix) = —4 ax 3 

x* 

y = x 4 ergibt differenziert y'= Ax 3 . Aus y = — folgt y'=x 3 . 

Weil ein konstanter Faktor beim Differenzieren unverändert bleibt, muß es daher 
heißen: F(x ) = — ax 4 + C Probe: fix) = F'(x) = —4 ax 3 

Die dem Differenzieren entgegengesetzte Rechenoperation heißt Integrieren * 1 . Wir erkennen 
aus den Beispielen, daß diese Rechenoperation unendlich viele Lösungen ergibt 2 . 


Eine Funktion fix) integrieren heißt jene Funktionen F(x) suchen, deren Ableitung 
/(*) ist. 

Wir nennen jede Funktion F(x ), für die innerhalb des Definitionsbereichs 
F' ix) = f{x) ist, eine Stammfunktion von fix). 


Wir zeigen nun: 

Ist Fix) eine Stammfunktion von fix), so ist auch Fix) + C eine zu fix) gehörige 
Stammfunktion. 

Sind F^ix) und F 2 ix) Stammfunktionen von fix), so ist F^ix) — F 2 ix) eine Konstante. 

Beweise: 

1. [F(jc)+ C]' = F'ix) + 0=fix) 

2. Es gilt Ff ix) = fix) und Ff ix) = fix). Daher ist für alle x e [a, b]: 

Ff ix) — Ff ix) = [^(x) — F 2 (x)]' = 0 und somit Ffx) — F 2 ix) = C. 


Die Menge aller Stammfunktionen von fix), also {F(jc) + C\C e IR}, nennt man das 

unbestimmte Integral von fix). 

Die Funktion, die integriert wird, also fix), heißt Integrand, jc die Integrationsvariable 
und C die Integrationskonstante. 


Man schreibt Fix) = j/(x)dx und liest: „Fix) ist gleich Integral fix) dx“ bzw. „Fix) ist 
gleich dem Integral über fix) dx“. 

Das Integralzeichen stammt von Leibniz, es ist eine Abkürzung für die Menge aller Stamm¬ 
funktionen {Fix) + C| C e IR}, deren Differential fix) - dx ist. 

Mit dem Integralzeichen lassen sich unsere Beispiele 1 bis 3 folgendermaßen schreiben: 

1. ^2dx = 2 x+C 2. Jxdx = -^-+C 3. J - ^ax 3 dx = - ax 4 + C 

Beachten Sie: 

F l (x) = f+C l (C, s R) Fi(x) = - f — 0,17 

X 2 yf 

F 3 ix) = — — ln C (C e U + ) F^ix) = — + sin a sind Stammfunktionen von 

fix) = x, weil ihre Ableitung gleich jc ist. Ihr Differential ist xdx. 


1 integrare (lat.) = wiederherstellen 

2 Jedem Wert der reellen Zahl C e IR entspricht eine Lösung. 
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Man läßt üblicherweise für die Menge aller Stammfunktionen von f(x ), also für 
j-y + C\ C g [rJ die Mengenklammern weg, setzt ohne besonderen Hinweis C e U vor- 

x 2 f 

aus und schreibt also — + C und nennt diesen Ausdruck das unbestimmte Integral jxdx. 

Geometrische Deutung der Integrationskonstanten 

Zu jeder Funktion / gibt es unzählige Stammfunktionen F, die sich voneinander nur durch 
eine additive Konstante C unterscheiden. 

\f(x)Ax = F(x ) + C, CeR 

unbestimmtes Integral Menge aller Stammfunktionen von f(x ) 

Sobald wir C einen speziellen Wert geben, greifen wir aus der Menge aller Stammfunktionen 
eine spezielle Stammfunktion heraus; wir wählen damit aus der Kurvenschar eine spezielle 
Kurve aus. 

Im kartesischen Koordinatensystem bewirken die verschiedenen Werte von C eine Parallel¬ 
verschiebung längs der y- Achse. An der Stelle x = x 0 hat jede Kurve der Schar mit der 
Gleichung F(x ) + C die Steigung f(x 0 ). Die Kurventangenten an dieser Stelle sind daher 
parallel. 


Die Funktion f(x) sei stetig in [a, b ]. Es gilt dann: 

[$/(*)<!*] =f(x ) 

Das Integrieren ist eine Umkehraufgabe des Differenzierens mit unendlich vielen 
Lösungen. 

Die Ableitung des unbestimmten Integrals J/(x)dx ist definitionsgemäß gleich dem 
Integranden /(*). 


10.2 Grundintegrale 

Aus der Definition der Stammfunktion und den Differentiationsregeln ergeben sich die 
folgenden Integrationsformeln. 

f *»+i fdx 

+ C (n#— 1) ..- 1 )yy = ln|x|+C (x * 0) .. . 2 

J Q x dx = e* + C J a x dx = yy- + C (a > 0, a # 1) 


Beachten Sie: \dx 
a) x> 0 


= x + C 


(lnx)' =y; somit j—y = ln;t+C 


b) x<0 


(ln (-*))' = 


x 

1 


[ dx 


dx 


ln | x | + C 


; somit \-= ln( — x) + C 
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Weil die Richtigkeit dieser Formeln ohne schriftliche Zwischenrechnung sofort durch 
Ableiten bestätigt werden kann, bezeichnet man die hier angegebenen Integrale als Grund¬ 
integrale. 

Für das praktische Rechnen ist es unerläßlich, sich die Grundintegrale auswendig zu 
merken. 


10.3 Einfachste Integrationsregeln 

Aus >> = a/Xx) und y'=af'(x ) folgt: 

J af(x)dx = a^f(x)dx 

Ein konstanter Faktor kann vor das Integralzeichen gesetzt werden. 


BEISPIELE 

1. \x 2 4 dx = ^-+C 

„ [x 5 ^ X 6 ^ 

3 * JlT dx= 24 +C 


2. Jl2x 2 dx = 12 JxMx = 4 x 2 + C 

4. jj ~^~]fx dx = y x Vx + C 


Beachten Sie, daß In | x + ]/x 2 — 1 | auch für x < — 1 erklärt ist! 
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Aus j'=/iW+/ 2 (x) und y' =//(x) + / 2 '(*) folgt: 

±/ 2 (x)]dx = ^(»dx ± J/ 2 (x)dx 

Eine Summe von endlich vielen Funktionen darf gliedweise integriert werden. 

BEISPIELE 

f 

5. j (x 2 + x 3 ) dx = — + — + C 

6 . \ 14 x 3 4 - - 7 —\ dx = 4 \ x 3 dx + 5 \ x 3 dx = x 4 + 3 x 3 + C 

l w 

7. = l ^ 6 + 2 < + ^ . dx . | j (Ä . + 2,3 + x)d;c 

=y(f + ^ + f) + c =^ 4+ ^ + 3 > + c 

8 . ^(2e* — 3sinx)dx = 2e* + 3cosx + C 


AUFGABEN 

Berechnen Sie die Integrale. 


10.01 a) 

Jx 11 dx 

b) J dx c) 

Jodx 

d) Jx 7 dx 


e) J x 8 dx 

10.02 a) 

Jl/x^dx 

b) J1/x 3 " dx c) 

^x 3 dx d) J x 4 dx 


e) J x 3 dx 

10.03 a) 

[ dx 

JyT 

«\p •> 

f dx 

] w 

d) ^x]/xdx 


e) Jx 2 |/xdx 

10.04 a) 

^6x 2 dx 

b) Jlldx 

c) 

J — 6x 3 dx 

d) 

S *4 d * 

10.05 a) 

Sf- 

V* 

b) \^-dx 

P 

C) 

\ 

J 1/36 x 3 

d) 

^w dx 

10.06 a) 

Jyx]/x dx 

b) J|/x 2 |/x dx 

c) 

S^dx 

d) 

dx 

10.07 a) 

^3cosxdx 

b) \ 2 dx 

j cos^x 

c) 

^7(1 4- cot 2 x)dx 

d) 

^4fl v dx 

10.08 a) 1 

[ dx 

bl 1 dx 

c) 

f 4dx 

d) 

f 2dx 

J 2 + 2x 2 

b) h-3x 2 

' 5x 2 + 5 

' 4x 2 -4 

10.09 a) 

^(2jc 2 + 3 jc - 

- 4)dx 

b) 

^(5x 3 — 6x 2 + 7x 

— 2)dx 

10.10 a) 

^(2x 4 — 5x 3 

— 7x 4- 2)dx 

b) 

\(1 + 2x) 2 dx 




■ Anleitung: S TT^ dx = }\jTS 
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10.11 a) 


10.13 a) 


10.12 a) 



10.14 


10.17 i 


10.15 i 


10.16 ; 


10.18 



10.4 Elementare Substitution 

Im Abschnitt 14 werden Methoden zur Auflösung von Integralen behandelt. Hier be¬ 
schränken wir uns auf die elementaren Substitutionen, die Voraussetzungen zur Lösung von 
technischen Anwendungsbeispielen sind. 

Um J(1 -I- 2jc) 2 dx zu ermitteln, können wir zuerst den Klammerausdruck quadrieren und 
anschließend das so erhaltene Polynom gliedweise integrieren. 

Dieses Verfahren versagt aber schon beim Integral J(1 + 2x) 3/2 dx. 

Um dieses Integral auf ein Grundintegral zurückzuführen, dessen Lösung sofort angegeben 
werden kann, setzen wir für 1 + 2x eine neue Variable und nennen sie u. 

Durch die Substitution 1 + 2 x = u geht jj(l + 2x) 3/2 dx in J w 3/2 d;*: über, wobei u = 1 + 2x 
eine Funktion von x ist. Es wird in diesem Abschnitt gezeigt werden, daß wir das Symbol dx 
auf folgende Weise durch die neu eingeführte Variable u ausdrücken müssen: Wir differen¬ 
zieren die Substitutionsgleichung 1 + 2x = u nach x erhalten = 2 bzw. dx = 

Wir schreiben übersichtlich: \(1 + 2x) 2 dx Substitution: 1 + 2jc = u 


5 5 



5 



3 


Probe: ~ + C = (1 + 2x) 


An einigen Beispielen wird zunächst das Wesentliche der Integration durch Substitution auf¬ 
gezeigt. 


1 Anleitung: X + + ^ dx = ■^(* 1/2 + 2 + x m )dx = ... 

]/ x 


2 Anleitung: (tan (p)' =1 + tan 2 40 

3 Anleitung: (cotx)' = — (1 + cot 2 *) 
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BEISPIELE 
dx 


1 . 


1 — x 
Lösung: 

Um das Grundintegral \ zu erhalten, setzen wir 1 — x = u. 
1 — x = u — dx = du dx = —du 

T^=-Sv = - ln|w|+ln| * l=ln |T| 


dx 

1 — x 


= ln 


1 — x 


Probe : 


: [ ln |"j“~| =[lnm—ln|l —x|]' = — 


( - 1 ) _ 1 
1 — X 1 — X 


Jsin 2 tdt = ? 

Lösung: 

Wir können das Grundintegral J sin u du lösen. 
Es liegt daher die Substitution 2 1 = u nahe. 

1 f 1 

sinltdt = yjsini/dw = — ycosw+C 


Probe: 


- — cos 2 f + C 


= sin 2 t 


2 1 = u dt = — dw 


sin 2 /d/ = — — cos 2 1 + C 


3. 


e 3v dx = ? 
Lösung: 


Um das Grundintegral j e“ d u zu erhalten, setzen wir: 3x = u; 3dx = du; dx = —du 


e 3x dx = -^-\e w dw = 4- C 


e 3 v dx = ~y~ + C 


Probe : 

5 dx 


p 3x 

t +c 


- = ? 


(4 — 3 x ) 2 
Lösung: Grundintegral 

1 

daher setzen wir: 4 — 3x=w und damit dx = ——du 


5dx 


I (4 — 3 x ) 2 


[du 5 1 
K 2 ~ 3 u 


+ C = 4 . \ + C 

3 4 - 3x 


5dx 


(4 — 3x ) 2 3(4-3x) 


+ C 


Probe : 


3 (4 — 3 x) 


+ C 


(4 — 3 x ) 2 
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10. Unbestimmtes Integral 


Nachdem der einzuschlagende Weg aufgezeigt wurde, formulieren wir allgemein: 

^f(u)du sei ein Grundintegral 1 . Die Beziehung ^f(u)du = F(u) + C x bleibt gültig, wenn 
man die Integrationsvariable u durch eine Funktion u = (p( x) ersetzt 2 . 

Es gilt also: ^ f(u)du = \f[(p(x)\(p' (x)dx = F[(p(x )] + C 


Beweis: *1 . ÜM 


du 

dx 


d F(u) du 
du dx 


m 


d(p 

dx 


f[ip(x)\<p’(x) 


In den bisher betrachteten Beispielen war u = (p(x) immer eine lineare Funktion; die Inte¬ 
grale hatten somit die Gestalt: J/(ax 4- b )dx 
Wegen u = ax 4- b und u' = a und damit dx = ist 

\f(ax+b) dx = ^\f(u)du = -j F(u)+C= ^F{ax+ b)+ C 

^f(ax + b) dx = -L F(ax + b) + C 

Wir können daher (Beispiele von S. 169) sofort schreiben: 

1 . \-r——-ln 11 - x\ + ln*: = lnI ——^— I 

J l — X | 1 — X | 

2 . Jsin 2 tdt = -ycos 2 t + C 

3. J e 3 v dx = y e 3 * + C 

4 [ 5d * = —-— + C 

J(4 - 3x ) 2 3 4 - 3x 


AUFGABEN 
Berechnen Sie: 


10.19 a) 

J (2 + 3 x) 2 dx 
f adx 

b) 

$(1 +4x)*dx 
r 

c) 

f 4dx 

d) 

[ dx 

J (i + 2xy 

r 

' (ax 4- b) n 

(* 3_ 

10.20 a) 

b) 

(öx 4- b)"dx 

c) 

j]/l — 2x dx 

d) 

)V5x-2 dx 

J (bx + c )" 

10.21 a) 

f 3 dx 

b) 

[ 4dx 

C) 

^1/(2 — 5x) 3 dx 

d) 

f 6dx 

1 yi - 2 x 

J 3_ 

J 3 



]/6x — 5 




]/ax + b 

10.22 a) 

f dx 

b) 

f dx 

c) 

Je 2 * + 1 dx 

d) 

\e~ x dx 

J 3 - x 

J l-3x 

10.23 a) 

jje a * + Mx 

b) 

J a ~ kx + 1 dx 

c) 

Jsin(cy/ + (p)dt 

d) 

J cos (cot -1- (p)dt 


1 bzw. ein Integral, dessen Lösung sofort angegeben werden kann. 

2 < p(x ) muß differenzierbar und eindeutig umkehrbar sein, z. B. streng monoton. 
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10.5 Anfangsbedingungen 

f x 2 

Es ist J x dx = — 4- C. Als Lösung erhalten wir eine Menge von Stammfunktionen. Die 

Kurven dieser Funktionen ergeben eine Parabelschar. Wir fassen C als Parameter dieser 
Schar auf. Die Parabeln gehen durch Parallelverschiebung in Richtung der y- Achse ausein¬ 
ander hervor. Diese Unbestimmtheit wird aber z. B. durch die Forderung, daß die gesuchte 
Parabel durch einen bestimmten Punkt geht, beseitigt. 


EINFÜHRENDES BEISPIEL 

Wir wollen die Gleichung jener Kurve aufstellen, deren Ableitung/(x) = jc ist und die durch 
den Punkt (114) geht. 

Lösung: 

F(x) = = Jxdx = y- -I- C 

Die Anfangsbedingung lautet: Für x = 1 ist y = 4; daher muß 4 = y + C gelten. 

Somit ist C = 3,5. 

Die Gleichung der durch P x gehenden Parabel mit der Steigung f{x) = x lautet daher: 

*i(*)--y- + 3,5 


F x ist nicht mehr eine beliebige Stammfunktion, sondern eine ganz spezielle. 


Das unbestimmte Integral j/(x)dx ist die Menge aller Stammfunktionen, also 
{F(x)+C}. 

Jede dieser Funktionen mit y=F(x) + C befriedigt die Gleichung y' = f(x) bzw. 
dy =f(x)dx. 

Eine solche Gleichung zwischen einer Funktion und ihrer Ableitung nennt man eine 

Differentialgleichung. 


Das unbestimmte Integral wird geometrisch durch 
eine Schar untereinander kongruenter Kurven ver¬ 
anschaulicht. 

Alle diese Kurven lassen sich durch einfache Schie¬ 
bungen parallel zur y- Achse zur Deckung bringen. 

Durch die Forderung, daß die Lösungskurve durch 
einen Punkt P A | y t ) gehen soll, wird aus der Schar 
aller Lösungskurven eine spezielle Kurve herausge¬ 
griffen. F( 0) = 0 



Nicht mehr eine beliebige Stammfunktion [F(x) -1- C], sondern die spezielle Stamm¬ 
funktion [F(x) + Cd ist die Lösung des vorgegebenen Integrals. 

Eine solche Forderung nennt man Anfangsbedingung. 
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10. Unbestimmtes Integral 


BEISPIELE 


dp_ 


1. Der Luftdruck p nimmt mit zunehmender Höhe ab. Die relative Abnahme ist 
erfahrungsgemäß der Schichtdicke d h proportional. ^ 

Es gilt also: ~ dh bzw. = —adh 

P P 

Wir setzen das negative Vorzeichen, weil der Druck mit steigender Höhe abnimmt. 

Die Integration \—=-a\dh ergibt: ln/? — ln C = — ah 


Wir formen auf ln-^- = Ine “ ah um und erhalten p=Ce~ ah . 

Als Anfangsbedingung setzen wir fest: 

In der Höhe h = 0 (Meeresspiegel) herrsche der Luftdruck p 0 . 

Es ist po = Ce°, also C = p 0 und damit p = p 0 Q~ ah . 

Die physikalische Bedeutung des Proportionalitätsfaktors a ist folgende: 
Für inkompressible Flüssigkeiten gilt die Druckformel: p = h- y 

Bei Gasen gilt das Gesetz: pu = p 0 u 0 bzw. p— = p 0 — also — = — 
y m y m P Po 

Es ist somit die Dichte: p = —p also /=g*p = g— p 
Po Po 

Anstelle von dp = —y-dh bei Flüssigkeiten gilt bei Gasen: 


, Po ,. i dp Po i, 

dp = — g —p • dh, also - £ -=— g- dh 

Po P Po 


Praktische Bedeutung: 


c . . ., Po 

Es ist somit d = g — 
Po 


Wir erhalten daher: p = /? 0 e 


-g^h 

Po 


Mittels Druckmessung wird die Höhe bestimmt. 

Aus p = p Q e ~ ah folgt — ah = \np — ln/? 0 . 

Po Po 

Mit a = g— erhalten wir: h = -(ln /? 0 —ln/?) 

Po Pog 

Durch Einsetzen der Werte p 0 = 1,013 • 10 5 Pa p 0 = 1,293 kg • m “ 3 und 

g = 9,81m-s~ 2 erhält man für h als Maßzahl der Höhe in Meter: h = 7,99-ln — 

P 


Ein mit Flüssigkeit gefüllter Zylinder (r) rotiert mit 
der Winkelgeschwindigkeit co um die y- Achse. 
Welche Gestalt nimmt die Flüssigkeitsoberfläche an? 

Lösung: 

Auf jedes Flüssigkeitsteilchen mit der Masse m 
wirken das Gewicht G = mg und die Zentrifugal¬ 
kraft F= mxco 2 . Die Flüssigkeitsoberfläche stellt 
sich normal zur Resultierenden R ein. 

mxco 2 _ xco 2 
g 


Es gilt daher: y' = tan a = 


Wir integrieren die 


mg 

Differentialgleichung 



y' dx = 


xco 

g 


dx und erhalten: 


y = 


2 g 


x 2 + C 
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Die Achsenschnittfigur ist eine Parabel, die Oberfläche bildet daher ein Rotations- 
paraboloid. 

Wir müssen noch die Größe C bestimmen. 

0)2 

Wegen y(0) = h und >>(0)=C ist C=h. Es ist somit: y = —— x 2 + h 

^8 


10.6 Integration mit DERIVE und MATHEMATICA 


Für J/(x)dx 

schreiben wir in 



DERIVE 

INT(f f x) 

oder 

Author f C I x .. .* 

MATHEMATICA 

Integrate[f, x] 




BEISPIELE 


1 . ^ ^ ^ 2 ist zu berechnen. 

(o — IX) 

DERIVE 


1: int(5/(8 - 2 x)"2, x) 

5/(4 (4 - x)) 

MATHEMATICA 

f = 5 / (8-2 x)*2; F = Integrate[f, 

x] -5/(4 (-4 + x)) 

j5 -4x2+1 jtdx ist zu berechnen. 


DERIVE 


2: int(5"( -4x'2 + 1) x, x) 

- 5"(1 - 4 x~2)/ (8 LN(5)) 

MATHEMATICA 

F = Integrate[5~(-4 x~2 + 1 ) x, x] 

-5~(1 - 4 x~2)/ (8 Log[5]) 

J sin (3/4- 0,7) d t ist zu berechnen. 

DERIVE 

3: int(sin(3 t + 0.7), t) 

- COS(3 t + 7/10) /3. 

MATHEMATICA 

F = Integrate[Sin[3 t + 0.7], t] 

- Cos[0.7 + 3 t]/3 

J arcsin x dx ist zu berechnen. 


DERIVE 


4: int(asin(x), x) x 

ASIN(x) + /(I - x“2) 

MATHEMATICA 

F = Integrate[ArcSin[x], x] ( 

1 - x'2)“(1/2) + x ArcSin[x] 


Calculus Integrate Variable 








11. Bestimmtes Integral 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Obersumme, Untersumme, bestimmtes Integral, obere Grenze und untere Grenze 
erklären; 

b 

m die Formel J/(x)dx = F(x) | a = F(b) - F(a) ( F'—f) angeben; 

■ bestimmte Integrale berechnen; 

■ die Regeln 

b a b c b 

J/(x)dx = -J/(x)dx und Jj/(;c)dx = J/(x)dx + J/(x)dx c e [a, b ] 

ab a a c 

angeben; 

■ Flächeninhalte mit Hilfe des bestimmten Integrals berechnen. 


11.1 Definition 


Eines der grundlegenden Probleme der Mathematik ist die Berechnung des Flächeninhalts 
ebener Figuren. Bei Polygonen geschieht dies z. B. durch Zerlegung in Dreiecke. Die Berech¬ 
nungen bei krummlinigen Figuren führen, wie bereits gezeigt, auf Grenzwertprozesse. 


Unsere Problemstellung lautet: Gegeben ist eine in [a, b ] stetige 
Funktion y = /(x), die nur positive Werte annimmt 1 . Es ist die 
Maßzahl A des Inhalts der Fläche zu berechnen, die seitlich von 
den beiden Geraden mit x = a und x = b, oben von der Kurve mit 
y = f(x) und unten von der x-Achse begrenzt wird. 


Man nennt das beschriebene Flächenstück kurz: die Fläche 
unter der Kurve oder den von / über la, b\ bestimmten Normal¬ 
bereich. 



Weil es sprachlich einfacher ist und keine Verwechslungen zu befürchten sind, bezeichnet 
man oft die Fläche, den Flächeninhalt und die Maßzahl des Flächeninhalts mit demselben 
Buchstaben. Die jeweilige Bedeutung ist aus dem Zusammenhang zu erkennen. 

Wir teilen nun [ a , b ] in n Teile: a = x 0 < x\ < x 2 < ... < x n _ ^ < x n = b und zeichnen die 
eingeschriebenen und umschriebenen Rechtecke. 



Ferner sei / in [ a , b ] beschränkt und monoton wachsend. 
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Wir nennen die Summe der Maßzahlen der Inhalte der eingeschriebenen Rechtecke die 
Untersumme U n . 

Die Summe der Maßzahlen der Inhalte der umschriebenen Rechtecke nennt man die 

Obersumme O n . 


Es ist: 


/\: - ro. i C't) 


n - 1 


U H = (*i - x 0 )y 0 + (x 2 - x 1 )y 1 + .. 

i 

1 

>1 

+ 

i= 2^ +i ~ Xk>)yk 
k = 0 

O n = - Xq) y-[ + (x 2 - X\) y 2 + .. 

1 

+ 

+ 

* 

1 

ii 


k = 0 


-7 


Es gilt offenbar: U n < A < O n 

Aus der Abbildung ist ersichtlich, daß die Differenz von 0„ und U„ um so kleiner ist, je 
kleiner die Streifenbreite x k + 1 — x k = Ax k gewählt werden. 


Wir definieren daher den gemeinsamen Grenzwert der Unter- und Obersumme für n -*■ oo 
als die Maßzahl des gesuchten Flächeninhalts 1 . 

A = lim O,, = lim U„ 


Man erhält das gleiche Ergebnis, wenn man jeweils statt des um- 
oder eingeschriebenen Rechtecks eines Streifens ein mittleres 
Rechteck mit der Länge Ax k = x k + i — x k und der Höhe /(£*) 
benützt, wobei £ k zwischen x k und x k + A liegt 2 . Es ist also: 




Wenn nun, unabhängig von der Wahl der Einteilung, das heißt für jede beliebige Zerlegung 

/) -1 

des Intervalls [ a , b], der den Flächeninhalt A repräsentierende Grenzwert lim /\/(§0 Ajc* 
existiert 3 , so nennen wir diesen das bestimmte Integral von f erstreckt von a bis b, und 

b 

schreiben \/(x)dx. Die Funktion f(x) heißt dann integrierbar über \a, b\. 


1 Für « -► oo müssen alle Ax k gegen Null streben! 

2 Es gilt: f(x k ) </(&) < f(x k + 0- 

3 Diese Definition stammt von Bernhard Riemann. 
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11. Bestimmtes Integral 


b n — 1 

$/(x)dx = lim y^J(£ k )Ax k 

a "-+ 00 k = o 

/(x) heißt der Integrand, x heißt Integrationsvariable und a heißt die untere Grenze und 
b die obere Grenze. 


Wir lesen „Integral /(x)dx von a bis 6“ oder „Integral von a bis b über /(x)dx“. 

b b 

Statt J/(x)dx schreibt man auch Jj>dx. 


Das Zeichen j wurde von Leibniz eingeführt; es ist ein stilisiertes S und deutet auf Summe 
hin. 

Ausdrücklich sei festgestellt, daß der Begriff des bestimmten Integrals ohne Benutzung der 
Differentialrechnung eingeführt wurde. 

b 

Wir lernten J/(x)dx als Grenzwert einer Summe von Produkten kennen, deren Anzahl über 

a 

alle Grenzen wächst und bei denen jeweils ein Faktor, nämlich Ax, gegen Null strebt. 

Von den für die anschauliche Herleitung getroffenen Annahmen: 

1. / sei stetig in [ a , b ], 

2. /(x) > 0 für x g [ a , b], 

3. / sei in [ a , b] beschränkt und monoton wachsend, 

4. b > a 

sind die zweite bis vierte nur vorläufig; sie sind nicht notwendig. 


14 < A < 18 


BEISPIEL 

Anhand eines Beispiels zeigen wir nun die Berechnung bestimmter 
Integrale mit Hilfe der Summendefinition, wobei wir äquidistante 
Teilung (es ist Ax k = Ax für alle k) annehmen: 

Es ist gegeben: /(x) = x; a = 2; b = 6 
Wir teilen das Intervall [a, b] zunächst in 

4 Teile: x 0 = 2; X! = 3; x 2 = 4; x 3 = 5; x 4 = 6 und erhalten: 

{/ 4 = 1(2 + 3+ 4 + 5) = 14 
0 4 = 1 (3 + 4 + 5 + 6) = 18 

8 Teile: x 0 = 2; x t = 2,5; x 2 = 3,0; ...; x 7 = 5,5; x 8 = 6,0 
U 8 = 0,5(2,0 + 2,5 + ... + 5,5) = 15 
O s = 0,5(2,5 + 3,0 + ... + 6,0) = 17 

16 Teile: x 0 = 2,00; X! = 2,25; x 2 = 2,50; ...; x 15 = 5,75; x 16 = 6,00 
U u = 0,25(2,00 + 2,25 + ... + 5,75) = 15,50 
0 16 = 0,25(2,25 + 2,50 + ... + 6,00) = 16,50 

Der Flächeninhalt 1 des umrahmten Trapezes ist A = 16. Wir sehen, daß die 
zwischen Ober- und Untersumme bei wachsendem n kleiner wird. 



15 < A < 17 


15,50 <A< 16,50 


6 x 


Differenz 


Es strebt für n -► oo sowohl ( U 2 , .. U n ) als auch ( O u 0 2 , ..., O n ) gegen A. 

n - 1 

Um x zu berechnen, setzen wir = x k und wegen /(x) = x auch f(£ k ) = x k . 

k = 0 


1 Beachten Sie: Die Koordinaten x und y sind Maßzahlen von Längen, während + Maßzahl eines 
Flächeninhalts ist! 
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Wir erhalten: 

n - 1 

^ f(^ k )Ax = x 0 Ax + X! Ax + jc 2 ^1 a: 4- ... + x„_ a Ax 

A: = 0 

= A x[x 0 + X! + X 2 + . . . + X„ _ J 
= Ax[fl 4- (fl + Ax) + (fl 4- 2Ax) 4- ... 4- (ft — Ax)] 

«Ax. . .. ft - fl , b - a 

= - 2 ~[fl 4- ft - Ax] = —-—(fl + ft) - —— Ax 

b — a b — fl 

Für n-+ oo strebt Ax-* 0 und somit ist: lim —-- Ax = —--lim Ax = 0 

Ax-* 0 ^ Ax-*0 

_ f , "v . ft - fl . ,. ft 2 fl 2 f ft 2 

Es gilt: Jxdx = lim ^ x k -Ax = —^—( ö + ft) = y — y j x dx = — 

a n ~* °° k = 0 a 


ar_ 

~Y 


AUFGABEN 

11.01 Berechnen Sie mit Hilfe der Summendefinition: 

3 3 2 

a) J (x + l)dx b) ^ + 4 j dx c) J(x 2 — 2x 4-l)dx 

11.2 Sätze über das bestimmte Integral 

Folgende Sätze lassen sich aus der Summendefinition des bestimmten Integrals leicht beweisen. 

Ist / in [fl, ft] integrierbar und k eine beliebige Konstante, so ist dort auch k-f 
integrierbar und es gilt: 

b b 

J/:/(x)dx = k^/(x)dx 

a a 

Sind die Funktionen /\ und f 2 in [a, ft] integrierbar, so ist dort auch die Funktion 
/: /i(x) ±/ 2 (x) integrierbar und es gilt: 

b b b 

J t/i (*) ± fi (*)] dx = J/i (x) dx ± J/ 2 (x) dx 

a a a 

Ist/in [fl, c ] und in [c, ft] integrierbar, so gilt: 

beb 

\f{x)dx = \f(x)dx + J/Mdx 

a a c 

Wenn man die Integrationsgrenzen vertauscht, so ändert sich das Vorzeichen des be¬ 
stimmten Integrals: 

J/(x)dx= -$/(x)dx 

b a 


b 

Aus der Summendefinition folgt, daß ^/(x)dx einen negativen Wert ergibt, wenn fl < ft ist 

und die Kurve zur Gänze unterhalb der x-Achse liegt 1 oder wenn a > ft ist und die Kurve zur 
Gänze oberhalb der x-Achse liegt. 


Es ist/(x) < 0; Ax>0 und somit /(x)-Ax< 0. 
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11. Bestimmtes Integral 



Der Flächeninhalt ist positiv (negativ), wenn die Figur im mathematisch positiven 
(negativen) Sinn umfahren wird. 1 Die Fläche liegt dann bei der Umfahrung zur Linken 
(Rechten). 


1 . 


Wenn der Graph von / teils unterhalb der x-Achse 
liegt, so liefern die oberhalb der x-Achse liegenden 
Teile des Normalbereichs positive Beiträge und die un¬ 
terhalb der x-Achse liegenden Teile des Normalbe¬ 
reichs negative Beiträge zum Gesamtflächeninhalt, also 

b 

zum bestimmten Integral \/(x)dx. 


x 



In diesem Fall sind die Teilflächen gesondert zu berechnen, falls man ihre 

b 

Absolutbeträge haben will, oder \|/(x)|dx zu bilden. 


a 


2. Wenn / eine gerade Funktion ist, also /( — x) = /(x) 
ist, so gilt: 

a a 

J /(*) dx = 2 J/(x) dx 

-a _ o 


3. Wenn/eine ungerade Funktion ist, also 
/( - x) = -fix) ist, so gilt: 

a 

\ fix) dx = 0 


4. Wenn / in [ a , b] überall stetig ist mit Ausnahme der 
Stelle x = c (an dieser soll ein endlicher Sprung 2 vor¬ 
liegen), so ist 

beb 

$/(*) dx = J/(jc) dx + \f{x) dx 


1 Man beginnt an der Stelle x = a (untere Grenze), schreitet entlang 
der x-Achse fort, ... 

2 Es darf nicht über eine Stelle x = x 0 integriert werden, an der /(x 0 ) 
unendlich ist (Abschnitt 12). 
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11.3 Mittelwertsatz der Integralrechnung 


Die Funktion / sei in [a, b ] stetig. 

Es gibt dann mindestens einen Wert £ e ]a, b[, sodaß gilt: 

b 

\f(x)dx=m-(b-a) 


Beweis des Mittelwertsatzes: 

Jede stetige Funktion / hat in [ a , b ] einen größten Wert M und einen kleinsten Wert m. 
Aus der Summendefinition folgt: 

b b 


m(b — a) < \/(jc)dx < M(b — a ) bzw. m < 


b — a 


/(x)d x<M 


Wegen der Stetigkeit von/muß es eine Zahl £ e ]a, b[ geben 1 , für die /(£) = -r-~ —\/(x)dx ist. 

b — ö J 

Geometrische Deutung 2 : b 

Der Wert des bestimmten Integrals \/(x) dx ist gleich der Maß¬ 


zahl des Flächeninhalts eines Rechtecks von der Länge b — a 
und der Höhe /(£). 


Man nennt 


i/(jt)djc den Mittelwert der Funktion /in 


bezug auf das Intervall [a, b ]. 



11.4 Integralfunktion 

Der Wert des bestimmten Integrals J/(x)dx hängt von der Funktion / und den Integrations¬ 
grenzen a und b, aber nicht von der Bezeichnung der Integrationsvariablen ab. 

Wir nennen nun die Integrationsvariable t, halten die untere Grenze fest und betrachten die 
obere Grenze als veränderlich. Das Integral ist nun eine Funktion der oberen Grenze x. 

X 

Durch J/(/)dt ist also eine von x abhängige Zahl F eindeutig bestimmt. 

Die Funktion F(x) heißt Integralfunktion von f(x ) und hat denselben Definitionsbereich 
wie f(x ), es gilt F(a ) = 0. 


Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 

Ist / in [fl, b] stetig, so ist die Funktion F(x) = \f(t)dt für alle x e ]a, b[ differen¬ 


zierbar und es ist F' (x) = -r~ 
v 7 dx 


\f(t)dt 


= /(*) 


Die Ableitung von F(x) nach der veränderlichen oberen Grenze x ergibt /(*), den Wert 
des Integranden an der oberen Grenze. 


1 / nimmt ja alle zwischen m und M gelegenen Werte an. 

2 Einfachheitshalber sei a < b und f(x) > 0. 
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Beweis: 

Es ist, wenn Ax so klein gewählt wird, daß (x + Ax) s ]a, b[: 


F(x + Ax) — F(x) 
Ax 


x + Ax x 


1 



1 

Ax 

_ a a _ 

~ x x + Ax 

f f 

x | 

r 

)/«)d<+ \ m&t- 



Wir wenden den Mittelwertsatz der Integralrechnung an: 
Weil / stetig ist, existiert eine Zahl f e ]x, x + Ax[, sodaß 

x + Ax 

J f{t)ät = [{x + Ax) - *]/(<?) = Ax-m ist. 


= 47 1 f^ At 


Es ist daher + — F(x) _ Für Ax -► 0 strebt £-► x. 

Wegen der Stetigkeit von / erhalten wir: lim = f'( x ) = f(x) 


^ Durch den Hauptsatz ist der Zusammenhang zwischen Differential- und Integral¬ 
rechnung hergestellt; es ist aufgezeigt, daß die Differentiation die Umkehrung der 
Integration ist 1 . 




Es ist leicht zu erkennen, daß jede Integralfunktion von/auch Stammfunktion von /ist; die 
Menge der Integralfunktionen ist eine Teilmenge der Menge aller Stammfunktionen von f 


Zu den Benennungen ist folgendes zu bemerken: 


Wir nennen jede Funktion F(x), für die F'(x)—f(x) ist, eine Stammfunktion 
von /(*). 

Die Menge der Stammfunktionen F(x) + C bezeichnet man als unbestimmtes 
Integral von f(x). 

F(x) = \/(0 dt heißt Integralfunktion von f(x). 


BEISPIEL 


x^ a 2 

F(x) = — -y ist Integralfunktion und daher auch Stammfunktion von y = x. 

x 2 1 d / x 2 1 \ 

F 1 (x) = — + — ist zwar Stammfunktion von y = jc, weil y I — + — j = x ist. 

F\ ( x ) ist aber keine Integralfunktion von f denn es gibt keine reelle Zahl x, deren Quadrat 
gleich — 1 ist. 


1 Beachten Sie, daß F' (x) = 


y y(t)dt = f(x) nicht gelten muß, wenn f(x) nicht stetig ist! 
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11.5 Berechnung des bestimmten Integrals mit Hilfe des unbestimmten 
Integrals b 

Im Abschnitt 11.1 haben wir das bestimmte Integral J/(jc)dx als Grenzwert 

n - 1 a 

lim 2 f(£k)Ax k definiert. Wir haben mit Hilfe dieser Definition einige Beispiele durchge- 

n — o° k = 0 

rechnet und die Umständlichkeit dieser Berechnung kennengelernt. Wir zeigen nun, daß 
man bestimmte Integrale mit Hilfe der entsprechenden unbestimmten Integrale im allge¬ 
meinen leichter berechnen kann. 


Das unbestimmte Integral j/OOdx wurde als Menge aller Stammfunktionen 
{ F(x) 4- C | C g R } eingeführt, wobei ^ = f(x ) ist. 


Nun ist die Integralfunktion y(t)dt mit festem a gemäß 11.4 

a 

eine ganz bestimmte Stammfunktion von /(*). Deshalb muß 

X X 

\f(x)dx = \f(t)dt= F(x)+ C^, 

gelten, wobei C best . eine ganz bestimmte Konstante sein muß. 

Für x = a ist der Flächeninhalt Null. Es ist daher 


fit) dt = 0 = F(a ) 4- C best . und somit C best . = -F(a). 

X 

Wir setzen in \f(t)dt für x den Wert b ein und erhalten 

: i 

I f(t)dt= F(b)+ C best . Daraus ergibt sich für das bestimmte 

b b 

Integral 1 2 


f(t)dt=\f(x)dx=F(b)-F(a). 



b 

\f(x)dx = F(b)-F(a) 

b 

Man berechnet das bestimmte Integral ^/(x)dx, indem man zuerst irgendeine Stamm¬ 
funktion F(x) sucht — also J/(;c)dx = F(x) 4- C ausrechnet, einfachheitshalber C = 0 
wählt — und dann die Differenz F(b) — F(a ) bildet. 




b 

Für F(b) — F(a ) schreibt man auch 

F(x) 

oder F (x) 

a 


Nochmals sei hervorgehoben: 

Zunächst haben wir die Integration als Umkehrung der Differentiation eingeführt 2 . 

Davon völlig unabhängig wurde das bestimmte Integral als f(€k)Ax k definiert. 

n — °o k = o 

Wir haben nunmehr in diesem Abschnitt gesehen, daß man das bestimmte Integral mittels 
des unbestimmten Integrals berechnen kann. 


1 der Maßzahl des Inhalts der umrahmten Fläche 

2 Das unbestimmte Integral wurde durch ^/(x)d x)' =/(jc) definiert. 
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BEISPIELE 

In 11.1 haben wir Flächeninhalte mit Hilfe der Summendefinition des bestimmten Integrals 
berechnet. Wir können nun kürzer schreiben: 


A = \xdx 


ö 


2. A = \(kx + d)dx 


3. A - 


x 2 dx 


Wir berechnen zuerst F(x ) und anschließend die Differenz der Werte der Stammfunk¬ 
tion an der oberen und unteren Grenze. 


F(x) = - 


A = F(b)-F(a) 
= F( 6) - F(2) 

= y(36 - 4) 

A = 16 


kx 2 

F(x) = —j— + dx 
A = F(b) — F(a) 

= -j(b 2 -a 2 ) + d(b-a) 


b — a 


[k(b + a) +2 d] 


A = - 


-[(ka + d) + {kb + d)\ 


FW = \ 

A = F(b) - F(0) 


=x-° 

A 3 


b 

Für J/(x)dx 

schreiben wir in 




DERIVE 

int(f, x, a. 

b) 

oder 

Author f C I x a b ..T 

MATHEMATICA 

Integrate[f, 

{x. 

a, b}] 



BEISPIELE 

1,57 

4. A = J e A dx 

0,33 

Lösung: 

F(x) = e v 

A = F(l,57) - F(0,33) = 3,41568 

A = 3,42 

DERIVE 

4: int(exp(x), x, 0.33, 1.57) 

MATHEMATICA 

Integrate[Exp[x], (x, 0.33, 1.57} ] 



3.41568 


3.41568 


5. A = J cosxdx 

0,15 

Lösung: F(x) = sinx 
A = F(x) |°'** = sin 0,48-sin 0,15 = 0,312341 


.4 = 0,312 


Calculus Integrate Variable untere Grenze obere Grenze 
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DERIVE 

5: int(cos(x), x, 0.15, 0.48) 0.312340 

MATHEMATICA 

Integrate[Cos[x], {x, 0.15, 0.48} ] 0.312341 

5 


6. A = 

l X 


y 

3 

y y= x 

Lösung: F(x) = lnx 


2 

( 

A = F(x) | j = f(5) — F(l) 


1 

V——r- 

= ln 5 — ln 1 = 1,60944 — 0 

,4 = 1,61 

0 

1 2 3 4 5 6 x 


DERIVE 


6: int(1/x, x. 

1- 5) 

1.60943 

MATHEMATICA 

Integrate[1 /x. 

{x. 1, 5} ] 

Log[ 5 ] 

N[%] 


1.60944 


7. 


A = 


dx 


2 + 3x 2 


Lösung: Wir führen 
du 


dx 


auf das 


Grundintegral 


1 + u 


2 + 3x 2 
r = arctan u zurück. 



dx 


2 + 3x 2 


dx 


2 J 1 + 1,5 x 2 


1 ( 

dw 

2-ViJ * 

* 1 + M 2 


= —arctan l/l,5 x + C 

V6 


]/l,5 x = u ; dx = 
E(x) = -y=- arctan y 1,5 x 


I 1 ’ 4 1 /- I 1 ’ 4 1 

,4 = F(x) | 02 = arctan fl,5 x | Q2 =-^(arctan 1,715 - arctan0,245) A 


V6 ' 


dw 

nx 


■ 0,328 


DERIVE 

7: Int(1/ (2 + 3 x"2), x, 0.2, 1.4) 0.327657 

MATHEMATICA 

Integrate[1 /(2 + 3 x"2), {x. 0.2, 1.4}] //N 0.327657 
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AUFGABEN 

Berechnen Sie auf 4 geltende Ziffern. 


3 

2 

c 

-2 

p 

11.02 a) ](x + 2)dx 

b) J (3 x — 4) dx 

c) j dx 

0 

- i 

4 

2,5 

3 

2,5 

p 

11.03 a) j ( — x + l)dx 

0 

b) J (2x 3 — 7x + 2)dx 
-1 

c) \ x(x — 1) dx 

i 

0,85 

2,5 

3 

11.04 a) J xdx 

b) J ][x dx 

c) J (]/x 4- |/x) dx 
i 

0 

0,5 

6 

8 

5,25 

f di 

f dx 

[ dx 

11.05 a) — 

b ) — 

c > 

i x 

i x 

i x 

4 

5 

1,8 

f dx 

C dx 

( dx 

11.06 a) ^ 

b) )2^ 

c) 

1 ]fx* 

2 

11.07 a) \|x 2 + -V)dx 

2,7 

r / i \ 

2,1 

P / M \ 

b) Arwh 

c) \ [ x 2 4- 7 -+ 1 | dx 

J\ X 1 ] 

»H / 

8,4 

p 

1,4 

p 

1,7 

p 

11.08 a) j e*dx 

b) j e 2 *dx 

c) \ e ~ x dx 

2,5 

0,1 

0,5 

0,3 

p 

0,3 

p 

Jt/2 

p 

11.09 a) \ sin xdx 

b) \ cos x dx 

c) \ sin2xdx 

0,1 

-0,3 

0 

2,1 

1,5 

1,2 

11 10 al dX 

bi 5dx 

cl 2dX 

11.10 a) J 1 + 2x 2 


) oi3 + 2x 2 






12. Uneigentliche Integrale 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Uneigentliches Integral erster Art und Uneigentliches Integral zweiter Art erklären; 

■ uneigentliche Integrale berechnen. 


Wir haben das bestimmte Integral als Grenzwert einer Summe eingeführt und dabei 
vorausgesetzt: 

1. ein endliches Integrationsintervall [ a , b ], 

2. die Beschränktheit der Funktion in [a, b ], daß sie also nicht über alle Grenzen wächst. 

Wenn eine oder beide Voraussetzungen nicht erfüllt sind, so spricht man von einem 

uneigentlichen Integral. 


12.1 Uneigentliche Integrale erster Art 


Unter einem uneigentlichen Integral erster Art versteht man ein bestimmtes Integral, bei 
dem mindestens eine Integrationsgrenze oo ist. 

Ist die Funktion /(x) in [a,x 0 ] integrierbar und existiert der Grenzwert 

*0 

G = lim J/(x)dx, so nennen wir G den Wert des uneigentlichen Integrals erster Art 
und schreiben J/(x)dx. 

a °° *o 

J/(x)dx = lim jj/(x)dx 

a *0 00 a 


BEISPIELE 


1 . 


*0 


\ ist für x 0 = 2,10,100,1000 und für x 0 ->■ 
J x 2 

Lösung'. - ~^ +C 

2 10 


f dx 1 _ 1 _ 1 

j x 2 “ 1 2 “ 2 } x 2 10 


oo zu berechnen. 


100 

f dx 99 
\ x 2 ~ 100 


1000 

f dx 999 
J x 2 ~ 1000 


Die Folge der Werte der bestimmten Integrale nähert 
sich dem Wert 1. Es ist: 


dx 

x 2 


Xo 

lim 

*0-» 00 1 


dx 

X 2 




Geometrische Deutung: Die Maßzahl des Inhaltes der 
schraffierten Fläche, die sich ins Unendliche erstreckt, ist 1. 
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2 . 


DERIVE 

int(1/x~2, x, 1, inf) 1 

r djf 

Das Integral \ —j spielt auch in der Physik und in der Technik eine große Rolle, z. B. 

J x z 

beim elektrostatischen Potential und beim Schuß ins Weltall: Die Energie W, die benö¬ 
tigt wird, um einen Körper mit der Masse m 2 gegen die Anziehungskraft der Erde 
(r= 6370 km; Masse m^) von der Erdoberfläche in die Entfernung x 0 zu bringen, ist 

m 2 


W = \ F dx, wobei F durch das Newton-Gravitationsgesetz gegeben ist: F= y- 

r 

Es ist y die Gravitationskonstante und x die Entfernung des Körpers vom Erdmittel- 

*0 

punkt. Wir erhalten: W = ym^ m 2 J = ym A m 2 ^ j 

Wir wollen jene Arbeit berechnen, die man aufwenden muß, um die Masse m 2 aus 
dem Schwerefeld der Erde zu bringen. Wir lassen daher x 0 -► oo gehen und erhalten 

IKpot = W = T 171 '™ 2 Aus d er Gleichheit dieser potentiellen Energie und der kineti¬ 
schen Energie W k[n = u 0 2 , die dem Körper durch den Abschuß mit der Anfangs- 

, . .. , . . , . r , m i v o ym A m 2 

geschwindigkeit u 0 mitgegeben wurde, folgt —-— = — 


Daraus ergibt sich die kritische Anfangsgeschwindigkeit u 0 mit 


it v 0 = y- 


2 ym A 


Das Gewicht an der Erdoberfläche 1 beträgt m 2 g = , es j st a j so y m ^ = g r 2 ? 

womit sich für u 0 = j/2gr ergibt. Mit r = 6370km und g = 9,81 ms -2 erhält man die 
Fluchtgeschwindigkeit des Körpers mit u 0 « 11,2 km/s. 


dx 


1 4- x 2 
Lösung: 
dx 

1 + x 2 


ist zu berechnen. 


= lim 


dx 

1 + X 2 


lim arctanx 



I ist zu berechnen. 
1 x 


Lösung : 
dx 


= lim J- = lim ln x = lim (lnx 0 ) = °° 

*0 00 1 X JCo -*• 00 L Jl Xo -*■ °o 

. . . ? dx . 

existiert nicht, wir sagen: j ist divergent. 


1 Gewicht = Gravitationskraft 
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Es ist zu untersuchen, für welche Exponenten n > 0 das uneigentliche Integral 
(« > 0) existiert. 

dx 


dx 

x n 


Lösung: In Beispiel 3 wurde gezeigt, daß J —— für n = 1 nicht existiert. 
Für n ¥= 1 gilt 1 


dx [ dx T x~ n + 1 

- = lim \- = hm -— 

, X" J X" L - " + 1 

Dieser Grenzwert existiert nur für n > 1, 
das uneigentliche Integral 


dx . _ „ , 

—— ist nur für n > 1 konvergent. 


dx 

x" 


n - 1 


für n > 1 



In der Abbildung ist der Sachverhalt zu erkennen. 

Für n < 1 nähern sich die Kurven zu langsam der Abszissenachse, sodaß der Inhalt 
der Flächen unter diesen Kurven gegen oo geht. 


5. jj cosxdx ist zu untersuchen. 

o 

Lösung: Definitionsgemäß ist 

OO *0 

\cosxdx= lim \ cosxdx = lim [sinx 0 — sinO] = lim sinx 0 . 

o *0— °o 0 X0-* oo ^ -Ko — °o 

sin x strebt für x -► oo keinem Grenzwert zu, J cos x dx existiert daher nicht. 

o 


AUFGABEN 

12.01 Berechnen Sie: a) 



b) 



c ) d) \e -v dx 

i i 


12.2 Uneigentliche Integrale zweiter Art 


Unter einem uneigentlichen Integral zweiter Art versteht man ein Integral, dessen Inte- 
grand im Integrationsintervall über alle Grenzen wächst. 

Wenn / in ]a, b] integrierbar ist, lim/(x)=±oo ist und der Grenzwert 

b x-+a 

G= lim ^/(x)dx existiert, so nennen wir G den Wert des uneigentlichen Integrals 

zweiter Art. b b 

(/(x)dx = lim (/(x)dx 

a x o^ a x 0 
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Diese Beziehung ist selbstverständlich auch dann gültig, wenn / in [a, b ] eigentlich 

b n - 1 

integrierbar ist, wenn also J/(x)dx = lim /\/(&) • Ax* existiert. 

a n -*■ oo k = 0 


BEISPIELE 


3 



ist zu berechnen. 


Lösung: 
1 


ist an der Stelle x = 0 nicht definiert. 


r* 

Es liegt ein uneigentliches Integral zweiter Art 
vor. Wir müssen daher einen Grenzübergang vor¬ 
nehmen. 

3 3 

\y== lim = lim [ 2]/xl = lim [l(f3 - |/x^)] 

q\X ]/x xq^oL _|*o x o ^0 



ifs 



2 . 


ist zu berechnen. 


Lösung: 

—V ist an der Stelle x = 0 nicht definiert. 


Über Unendlichkeitsstellen hinweg darf man nicht integrieren! 

Es liegt ein uneigentliches Integral 2. Art vor. 

Wir versuchen den Grenzübergang 



dx 


= 2 


dx 


= 2 1im\4 

o . * 2 


= 2 lim T —3-1 = 2[ - 1+ oo] = 

„-oL 


existiert daher nicht. 


DERIVE 


2: int(1/x~2, x, -1, 1) Mit [s] erhält man: -2 

■Rnnii Mit ß] erhält 


MATHEMATICA 

Integrate[ 1/x~2, {x, -1, 1} ] 

Integrate::idiv: Integral does not converge. 

Indeterminate 

Bei der Anwendung von DERIVE oder MATHEMATICA müssen wir immer be¬ 
denken, daß diese Systeme formal rechnen und uns nicht das Denken abnehmen! 
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dx 


o l/T- x* 
Lösung: 
f(x) = 


ist zu berechnen. 


1 




ist an der Stelle x = 1 nicht definiert. 


Wir müssen daher einen Grenzübergang vornehmen, 
dx 


Ift- 


= lim 


f dx 

- 

\ ./- - - lim 

arcsin x 

o l/T — X 2 *o^i 

- 


= lim (arcsin x 0 ) = arcsin 1 = — 

*o -*■ i ^ 

dx 


yr^- 


y Vl-x 2 

n 


djc 

4. Für welche Hochzahlen n > 0 existiert das uneigentliche Integral ? 

Lösung: 

1 

— ist an der Stelle x = 0 nicht erklärt. 

x n 


Für n = 1 gilt: = 


dx 


- = lim \- = lim (ln 1 — lnx 0 ) 


x 0 G ]0,1[ 


1 x 


= lim —- 

*o *o-o i — n 


) dx 

-existiert daher nicht. 

o * 

Für n ¥= 1 gilt: = lim ^ = lim \—-— 

J x" x 0 ^o x J o X n Xo ^oL-n + l 

Dieser Grenzwert existiert nur dann, wenn n e ]0,1[. 

i 

f dx 

Das uneigentliche Integral \- ist somit für n e ]0,1[ konvergent. 

* * i 

dx 
x" 


(1 -x 0 " M + 1 ) 


1 — n 


für n G ]0,1[ 


In der Abbildung zu Beispiel 4 von Seite 187 erkennen wir die grafische Veranschauli¬ 
chung dieser Tatsache; für kleiner werdende n e ]0,1[ wird das Flächenstück in ]0,1[ 
immer schmäler. 

Vor der Auswertung eines bestimmten Integrals ist zu überprüfen, ob 

1. die Integrationsgrenzen endlich sind, 

2. der Integrand im Integrationsintervall überall endlich ist. 


AUFGABEN 

2 

f dx 

12.02 Berechnen Sie: a) \- 5 - 


d >S 


° yi 7 

tanxdx 


b) , 1V 

' x 1 Ux- l) 2 


[ dx 

c) 7^ 


dx 


- J ,yr 


dx 


-2 





























13. Näherungsweise Integration 

Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die grafische Integration erklären; 

■ den Wert bestimmter Integrale mit Hilfe der Simpson-Regel berechnen. 


13.1 Grafische Integration 

BEISPIELE 

1. Wir gehen vom einfachsten Fall aus: 

Die Gleichung der zu integrierenden Funktion 
lautet: y = f(x) = h 

Wir legen durch A eine Parallele zum Pol¬ 
strahl P( — 110) 7/(01 Ä). Die Gleichung von 
[A E] lautet: y = h(x — a). Die Ordinate eines 
auf A E liegenden Punkts G(x\y) gibt somit 
die Maßzahl des Inhalts des Rechtecks mit 
l = x — a und der Höhe h an. 

Die Strecke FG ist somit der Graph der Integralfunktion y = F(x) = J/(x)dx 
mit F(a) = 0. 

Alle anderen Stammkurven kann man durch Parallelverschieben in Richtung der 
y- Achse erhalten. 

2. Wir betrachten nun eine Treppenfunktion. 

Durch wiederholte Anwendung des zuletzt aufgezeigten Verfahrens erhält man die 
gesuchte Integralkurve, den roten Streckenzug 



An jeder Stelle x ist die Ordinate y gleich der Maßzahl des Inhalts des vom 
Treppenzug über [a, x] bestimmten Normalbereichs. 




Aus der letzten Abbildung ist ersichtlich, daß bei diesem Verfahren auch das Vor¬ 
zeichen des Flächeninhalts berücksichtigt wird. 


Anmerkung: Man verwendet für die Integralkurve die gleiche Abszisseneinheit wie 
bei der gegebenen Kurve. Die Ordinateneinheit paßt man durch geeignete Wahl 
des Pols den Gegebenheiten und Erfordernissen an. Wird der Pol nicht in der 
Entfernung 1, sondern p gewählt, so geben die Ordinaten der Integralkurve nur den 


/7-ten Teil von \/(jc)dx an. 
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3. Gegeben sei eine beliebige Kurve mit y =f(x). Es ist die durch den Punkt P\{a\y^) 
gehende Stammkurve zu ermitteln. 

Lösung: 

Wir führen dieses Beispiel auf das Beispiel 2 
zurück, indem wir die Kurve durch einen 
flächengleichen Treppenzug ersetzen. 

Man teilt den Gesamtbereich in Streifen und 
wählt die Höhe der Ersatzrechtecke so, daß 
die gleich schraffierten Flächen ober- und un¬ 
terhalb der Kurve gleich groß sind. 

Im Gegenstand „Mechanik“ werden Anwendungen der grafischen Integration 
ausführlich besprochen, z. B. die grafische Ermittlung des Biegemomentverlaufs, die 
grafische Ermittlung von Flächenträgheitsmomenten usw. 



AUFGABEN 

13.01 Ermitteln Sie grafisch: 


2,5 

P 

71/2 

1 

1,5 

r 

j x 2 dx 

b) \ cosxdx 

c) \tanjtdx 

d) \ lnjcdx 

0 

0 

0 

0,5 


13.2 Numerische Integration 

Aus der Definition des bestimmten Integrals folgt, daß man dessen Wert durch die Ober- 
bzw. Untersumme, also durch den Inhalt der umschriebenen bzw. eingeschriebenen Recht¬ 
ecke, annähernd ersetzen kann. 

Wenn der Integrand in [a, b] monoton nicht fällt, so ist 

n - 1 

die Untersumme A u = (j 0 + y\ + • • • + y n - \)Ax = ^^y k Ax und 

k = 0 

die Obersumme A 0 = (y A + y 2 + ... + y„)Ax = ^^y k Ax. 

k = 1 

Wenn der Integrand in [a, b] monoton nicht wächst, so ist 

die Untersumme A u = J]y k Ax und die Obersumme A 0 = J]y k Ax. 

k =1 k =0 


EINFÜHRENDES BEISPIEL 1 


71/2 

J sinxdjc ist näherungsweise zu berechnen. 

o 


Wir teilen das Intervall 




in 5 Teile; 


Die Rechtecksformeln lauten daher: 

A u = Ax(sin0° + sin 18° + sin 36° + sin 54° + sin 72°) 
bzw. 



1 Um die Genauigkeit der behandelten Verfahren leicht überprüfen zu können, wählen wir Funktionen, 
von denen eine Stammfunktion bekannt ist, die also direkt integriert werden können. 
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A 0 = Z\x(sinl8 ° + sin36° + sin 54° + sin72° + sin90°), wobei 
A x = y j = 0,314159 ( Ä 18 ° ) ist. Es ist A„ = 0,8347 und A 0 = 1,149. 

in 10 Teile und erhalten A u = 0,9194 und A 0 = 1,0765. 


Wir teilen 
Wir teilen 


o;f 


0 ;- 


in 20 Teile und erhalten A u = 0,9602 und A 0 = 1,0546. 


Wir sehen, daß sich die Werte — wenn auch langsam — dem tatsächlichen Wert 

n/2 

In/2 

sinxdx = — cosx | Q =1 nähern. 

ö 


Kepler-Formel 


Die Verwendung eines Parabelzuges anstelle des Treppen¬ 
zuges führt zu einer bequem zu handhabenden Formel, die 
eine für viele Zwecke ausreichende Genauigkeit liefert. 

Statt der Funktion /: y=f(x) führen wir eine Ersatz¬ 
funktion p: y = a 2 x 1 2 + a^x + a 0 ein. 

Ihre Kurve, eine Parabel, hat mit der Kurve von y =f(x) die 
drei Punkte A, M, E (Stützpunkte) 2 gemeinsam. 

Es ist jc m = * A Xe . Es ist dann 



x E x E x e 

A = J /?(x)djc = ^ (a 2 x 2 + a A x + a Q )dx eine Näherung für J/(x)dx. 

Xa X\ Xa 


Wir erhalten: 



Ax 


Kepler-Formel 

A = -jr-b'A + 4 y M + yd 

mit Ax = x E — x A 


Diese Formel ist leicht zu merken; anstelle des (arithmetischen) Mittelwerts 3 4 
tritt der (Kepler-)Mittelwert 4 + + . 


Ta + Te 


Es läßt sich leicht zeigen, daß die Kepler-Formel exakt den Flächeninhalt ^/(x)dx liefert, 
wenn f(x ) ein (höchstens) kubisches Polynom f(x) = a 3 x 3 + a 2 x 2 + x + a 0 ist. 


1 Johannes Kepler (1571—1630), bedeutender Astronom und Mathematiker, Entdecker der nach ihm 
benannten Gesetze der Planetenbewegung; von 1593 bis 1598 in Graz, anschließend in Prag und von 
1614 bis 1627 in Linz tätig. 

2 A .. . Anfang des Intervalls; M .. . Mitte des Intervalls; E ... Ende des Intervalls 

3 ist die Summe zweier Funktionswerte, daher Division durch 2. 

4 y A + 4y M + y E ist die Summe von sechs Funktionswerten, daher Division durch 6. 
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BEISPIELE 

7t/2 

1. A= J sinxdx ist mit Hilfe 

o 

der Kepler-Regel zu berechnen. 
Lösung: 

. di X _ 

A = -y \Ja + 4y M + y E ] 


f . , 1 7t 

\ sinxdx = — • — 

. _ . . n . n 

sinO + 4sm— + sin— 

J 6 2 

4 2 



2. A - 


rdx ist mit Hilfe der Kepler-Regel zu berechnen. 


Lösung: 

A x 

A = - 7r [y A + 4y M + y E ] y=f(x )■ 


1 + x 2 


/I = |[/(0) + 4/(0,5) +/(!)] = j 


1 + 


4 J_1 

1,25 + 2 J “ 


47_ 

60 


A = 0,7833 


Zum Vergleich der genaue Wert: ^ ^ ^ x 2 = arctan * | 0 = also 0,78539 ... 
Der relative Fehler von A ist daher 0,3 %. 

Simpson-Regel .. 1 

Durch mehrfache Anwendung der Kepler-Formel 
kommt man zur Simpson-Formel: 

Wirzerlegen das Intervall [jc a , x E ] in n Doppelstreifen. 

Mit Ax = ——— gilt: 



X A x 2 


X 2n -2X E X 


A = 


yo + 4 y 1 + y 2 

Ax I +V 2 + 4^3 + ^4 

+ ... 


+ y2„-4 + 4y 2 „- 3 + y 2 „-2 

+ y 2 n-2 + 4y 2n -i + y 2 „; 


A x 

A = —g—1> 0 + y 2n + 4{y\ + y 3 + . •. + ym-i) + 2(y 2 + y 4 + ... + y 2n - 2 )] 
Bei der Zerlegung in n Doppelstreifen gilt: 


A„ = E ^ n [^0 + y 2n + 4(>^i 4- y 3 + ... + y 2n _ 1 ) 4- 2(y 2 + y 4 4- . .. 4- y 2n - 2 )] 


Wenn die Unterteilung fein genug ist, so gilt: \/(x)dx « A„ 


Thomas Simpson (1710—1761), englischer Mathematiker 
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13. Näherungsweise Integration 


Bei der Simpson-Regel gibt es ein einfaches Verfahren für die Fehlerabschätzung. 


Man berechnet A„, den Wert bei n Doppelstreifen. 

Dann berechnet man A 2 „, den Wert bei 2 n Doppelstreifen. 

*E 


Es gilt dann: 


f(x)dx - A ln 


\A„-A ln 

15 


*A 


BEISPIEL 1 

71/2 


3. 


sinxdx 


Bei n = 1, also bei Verwendung eines Doppelstreifens, erhielten wir: Aj = 1,002 


y(=22,5°) 


~F~( — 67,5°) 


90° 


Für n = 2 erhalten wir: 


|(=45“) 


A 2 = ’ y[ si n° 0 + sin 90 0 +4(sin 22,5° + sin 67,5°) + 2 sin 45° ] 


Wir können den Fehler exakt angeben: 


71 // 

S si 


sin xd* — A : 


Ai = ~^’ 7,6406 = 1,0001 


= 0,0001 


Unsere Formel liefert den Wert F < ^1*0001 ^ a j §0 . f < 1,3 • 10 ~ 4 


AUFGABEN 


Für die folgenden Integrale sind jeweils A t (Kepler-Regel) und A 2 (Simpson-Regel; 

2 Doppelstreifen) auf 3 gültige Stellen zu berechnen. 


13.02 a) 

13.03 a) 

13.04 a) 


2 



2 

J]/l + x 2 dx 

0 


1 


1 + 2x‘ 


dx 


b) 

b) 

b) 


3 



2 

J j/l + x 3 dx 

o 

1,2 


1 


6 + 5x : 


dx 



5 

c) J]/l + x 3 dx 

1 

1,3 


c) 


xdx 

tanx 


io 



0,8 

d) J fl + 7,14a: 2 dx 

0 

1,2 

d) jj xtanxdx 

0,5 


13.05 Mit Hilfe der Simpson-Regel ist der Flächeninhalt eines Viertelkreises vom Radius 
r = 10 cm zunächst mit 2, dann mit 4 und dann mit 10 Doppelstreifen zu berechnen. 
Vergleichen Sie die Ergebnisse! 


1 Einfachheitshalber schreiben wir bei den Zwischenrechnungen 4 Stellen an, rechnen aber mit allen im 
TR gespeicherten Stellen. 





























14. Integrationsmethoden 

Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Formeln \ j f(ax+b)dx = -^F(ax+b)+C 

J/(«) u'dx = f(u)du = F(u) + C 

S"¥w' dx = lniAr(;c)l+c 

angeben und an wenden; 

■ die Regel für die Produktintegration ^/- g dx — /• G — ^/' ■ Gdx anwenden. 

Wir beschränken uns in diesem Abschnitt auf einfache Fälle der Substitution und auf die 
partielle Integration. Eine ausführliche Behandlung der Integrationsmethoden folgt in 
Band 4. 


14.1 Integration durch Substitution 
Integrale der Form (j f(ax + b)dx 

Wir haben bereits im Abschnitt 10.4 gesehen, daß wir oft Integrale der Form J f(ax + b) dx 
durch Einführen einer neuen Variablen u = ax + b auf Grundintegrale, deren Lösung sofort 
angebbar ist, zurückführen können. 

Integration mittels linearer Substitution: 

Wenn J/(x)dx = F(x) 4- C\ ist, so ist ^f(ax + b)dx = -^F(ax + b) + C 

BEISPIELE 

1. $]/2x-3 dx = y- j(2x-3) y + C = y(2x-3) T + C 

2. - 3) 2 dx = y -y(4* - 3) t + C = ^-(4* - 3) T + C 

3. J e “ 'dx — — e ~+ C 

4. 5 sin ( 3 4 5 * '-°’ 7 ) df -ycos(3r-0,7)+C 

f dx 

5. \—r-^ ist zu berechnen. 

J a * l + x L 

f du 

Lösung: Das sofort lösbare Grundintegral lautet j ^ = 

Um 1 + u 2 zu erhalten, heben wir im Nenner a 2 heraus und erhalten 

a 2 


arctan u + C. 
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14. Integrationsmethoden 


Mittels der Regel von der linearen Substitution erhalten wir: 

1 je 1 jc f dx 1 x 

—r • fl • arctan— + C = —arctan— + C \—7——7 = —arctan— + C 

fl 2 fl fl fl J fl 2 4- x 2 fl fl 

DERIVE 

5: int(1/(a~2 + x~2), x) ATAN(x/a)/a 


6. \ , — ist zu berechnen. 

J y * 2 -* 2 

Lösung: Sofort anschreibbares Grundintegral: \-^f== = arcsin u + C 

J yi - w 2 

Um 1 — m 2 zu erhalten, heben wir a 2 im Wurzelausdruck, also im Radikanden, 
heraus: 


dx 

l/a 2 — X 2 ” 

Substitution: 


fl 



und erhalten mittels der Regel von der linearen 


1 . x _ . x - 1 dx . x _ 

— a • arcsin— + C = arcsin-1- C \ , — = arcsin— + C 

A A A J y fl 2 _ x 2 « 


MATHEMATICA 

Integrate[ 1/Sqrt[a Ä 2 - x Ä 2], x ] 

-ArcTan[(x (a~2 - x Ä 2)^(1/2))/(-a^2 + x~2)] 


Integrale der Form ^f[u(x)]u'(x)dx 

Wenn sich der Integrand als Produkt einer zusammengesetzten Funktion und deren innerer 
Ableitung darstellen läßt, so gilt wegen dw = w'(x) dx: 

J/(w)w'dx = J/(w)dw = F(u) + C 

Beachten Sie: Das Differential dx wird auf das Differential der Funktion u transformiert. 
BEISPIELE 

f f sin 5 x 

7. jsin 4 xcosxdx = jsin 4 xd(sinx) = —-— + C 

Wir können auch folgendermaßen Vorgehen: Wir setzen sinx=w, damit ist 

S i w 5 sin 5 x 

sin 4 xcosxdx = J u 4 du = -j- + C = —-— + C 

f . . , sin 5 x _ 

jsin 4 xcosxdx = —-— + C 


arcsin x= arctan 




. x xVa 2 

arcsin — = arctan — —r~ 
a a 2 - 


x/a 2 - ; 


1/fl 2 - x 2 
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8. 1 


10 . 


dx 


dx 


cos H x J cos z x cos^x 
arcsin x 


(1 + tan 2 x) d(tanx) = tanx + ta ^ * + C 


\ w . (arcsin x) 2 _ 

dx = ^arcsin xd (arcsin x) =--—— + C 


yr 

J x]/x 2 + 1 dx = J |/x 2 + 1 • y d(x 2 4- 1) = 


y-y(x 2 + l) 3/2 +C 


c]/x 2 + 1 dx = y (x 2 4- 1) 3/2 + C 


DERIVE 

10: int(x f(x"2 + 1), x) (x~2 + 1T(3/2)/3 

11. \sin 3 xdx = \sin 2 xsinxdx = \sin 2 xd( — cosx) = — \(1 — cos 2 x) d(cosx) 


12. ^ m ( x ) u ' (x) dx = \ udu = U ^ + C 


. , , cos J x _ 

sirnxdx = —-— — cosx 4- C 


w(x) u' (x) dx = — + C 


13. 


_Ä d;c= (Äl = 1 ^ +c 


fix) 

21/7w 


dx = ]/7ÖÖ + c 


Schon aus diesen einfachen Beispielen ist zu ersehen, daß zur Durchführung der unbe¬ 
stimmten Integration sichere Beherrschung der Grundformeln und ausreichende Übung 
erforderlich sind. 


Integrale der Form 


( N'(x) 

3 yv(x) 


dx 


S^W' dx = ln|WWI + c 

Wenn der Integrand von $/(x)dx ein Bruch ist, dessen Zähler gleich ist der Ableitung 
des Nenners 2 , so ergibt das Integral den natürlichen Logarithmus des Nenners. 


BEISPIELE 

x — 3 


14. 


rdx ist zu berechnen. 


x 2 — 6x + 5 
Lösung: 

Wir formen das Integral in 
Ableitung des Nenners. Wegen 


lf 2x — 
2 3 x 2 - 6x 
N'jx) 


6 


dx um; im Zähler steht nun die 


Nix) 


+ 5 

dx = ln | N(x) | 4-C gilt: 


1 Machen Sie die Probe durch Differenzieren und lösen Sie die Beispiele statt mit Differential¬ 
transformation mittels einer Substitution. 


2 Man nennt 


N'jx) 

N(x) 


die logarithmische Ableitung von N(x). 








































198 


14. Integrationsmethoden 


j-\ , 2 * 6 dx = l-ln|x 2 -6x + 5|+C= ln]/|x 2 - 6x + 5| + C. 

2 J r-6x + 5 2 

Statt C kann man auch ln K schreiben und erhält dann: 

\— 2 * ^ —— dx = ln]/1 x 2 — 6x + 5 | + ln K = ln(^y | x 2 — 6x + 5 | ) 

** x l — 6x + 5 - 


15. J cot x dx ist zu berechnen. 

Lösung: 

\cotxdx = \ CQS * dx = ln I sin jc I +C \cotxdx = lnlsinxl +C 

J J sinx J 


16. 


dx 


ist zu berechnen. 


xlnx 
Lösung: 

—*-dx; im Zähler steht die Ableitung des Nenners, daher ist 


17. 


lnx 


dx 


dx 

xlnx 


= ln | lnx| + C 


ist zu berechnen. 


und setzen dann die Grenzen 
sinx 3 


Lösung: 

Wir lösen zuerst das unbestimmte Integral 

7t 

und — in das Endergebnis ein 1 . 

Nachdem eine Stammfunktion ermittelt ist, lösen wir das bestimmte Integral. 

ji/ 2 n/2 


dx 


ln tan^ 


= ln tan^j- — ln tan^r = lnl/3~ \ . X = 0,549 

4 6 r J sinx 


DERIVE 

17: int(1 /sin(x), x, tc/3, tc/2) 0.549306 

MATHEMATICA 

Integrate[ 1/Sin[x], {x, Pi/3, Pi/2} ] //N 0.549306 


AUFGABEN 


Berechnen Sie: 


14.01 a) \(2x+ l)dx 


b) \ (3 x + 4) 3 dx 


3,7 

c) | (2x- 5) 2 dx 

0 


1 Auf diese Weise vermeiden wir das Umrechnen der Grenzen auf die neue Integrationsvariable. 
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14.02 a) ^4* -2 dx 

dx 


* 403 a >J3,2x-l 
14.04 a) Jsin ^2x — 

14.05 a) ^e°’ 9/ + 1>2 dt 
dx 


dx 


14.06 a) 
14.07 a) 


2 + 5x 2 
dx 


1/2^ 

14.08 a) \ sin x cos xdx 


dx 


14.09 a) \e x xdx 

3x 2 + 2 


14.10 a) 

14.11 a) 

14.12 a) 

14.13 a) 


]/x 3 + 2x 

xdx 
a 2 + x 2 

2x + 3 
x 2 + 3x — 5 

x 3 dx 


dx 


1 + x 4 

14.14 a) \ tan x dx 


b) \(d,lx - 2,\f n dx 

M l 7dx 

b) Jcos(6# — a ) da 

b) J e _2 ’ 3jc + 0 ’ 8 dx 

b) \ cos 3 x sin xdx 
e sin *cosxdx 


b >S 


b) \ SmX dx 


b) 


5]/cosx 

5 xdx 
2 - 3x 2 


b) \ 3 f 2 ^ dx 


x 3 — 2x 


b) 


7 x 2 

2 + 5 X' 


dx 


b) ^tanydx 


c) \ |/0,6x + 1,4 dx 

o- dx 


j x — 2 

0,84 


e) j cos—dx 

0,12 

5 


c) \e dx 
dx 


c) 
c) 

c) \ sin 2 x sin xdx 


4 + 2x 2 
5dx 

oi Vl — 0,3 JC 2 

0,37 


0,15 

0,6 


2 yj 

c) Atr d * 


3 xdx 

öi v* 2 +1 

°- 8 7*d(y) 


*-„.2 y2 — 1,3 x 2 

2,5 

X+ 1 


1,2 


x 2 + 2x — 3 


dx 


xdx 


2 + 0,5 x 2 


c) \ cot 2,1 (pd(p 


14.2 Produktintegration (partielle Integration) 

Ein Integral, dessen Integrand sich als Produkt zweier Funktionen darstellen läßt, von denen 
eine (wir nennen sie g(x)) leicht integrierbar ist, kann man folgendermaßen berechnen: 



\f{x)-g{x)dx 

J f 

Man bildet f (x) 

und berechnet G(x) = \g(x) dx. 

Es gilt dann: 

f (• 

\f-gdx=f-G-\f'-G dx 


1 Ausführlich: \f (x) • g (x) dx = /(x) • G (x) — \ f (x) • G (x) dx 
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14. Integrationsmethoden 


► 


Beweis: Wir differenzieren die Gleichung J /-gdx = f-G — y'Gdx: 

/(*) • g(x) = f (x) •<?(*)+ /(*) ■ G'(x) — f (x) ■ G(x) 

Xx)-g(x)-f(x)-G'(x) 

= f(x)-g(x) 

Weil die Integration nur teilweise ausgeführt ist (auf der rechten Seite der Gleichung steht 
noch ein Integral), spricht man von partieller Integration. 

Es gibt keine Regel über eine immer zum Erfolg führende Aufteilung des Integranden. 
Durch Übung muß die Fähigkeit geschult werden, den für die erfolgreiche Anwendung der 
obigen Formel notwendigen Überblick zu bekommen. 


BEISPIELE 1 


3. 


j xe*dx ist zu berechnen. 

Lösung: J /• g dx = /• G - J /' • G dx 
Mit / = x g = e A 

/' = 1 G = \gdx = Q x 


xe v dx = xq x 


erhalten wir: 


e*dx 


xe*dx = e v (x — 1) + C 


x 2 e A dx ist zu berechnen. 


Lösung: ]/• g dx = /• G - ]/' • G dx 
Mit f = x 1 g = e v 

/' = 2 x G (x) = \ g dx = e x ergibt sich zunächst: 


x 2 e x dx = x 2 q x — 2 j xe x dx 
Wir setzen nun den in Beispiel 1 ermittelten Wert 

xe x dx = e v (x — 1) + C\ ein und erhalten: 

\ x 2 e v dx = x 2 q x — 2 q x (x — 1) + C 

arctan x dx ist zu berechnen. 


I x 2 q x dx = e v (;c 2 — 2 x + 2) + C 


Lösung: j /• g dx = fG — ]f'Gdx mit / = arctan x und g = 1 
DERIVE 

3: int(atan(x), x) x ATAN(x) - LN(|A(x^2 +1)) 

1 


arctan xdx = xarctanx — — ln(l + x 2 ) + C 


arcsin x dx ist zu berechnen. 

Lösung: » » 

Zuerst wird das unbestimmte Integral nach der Formel \/- g dx = /• G — \f • G dx 


aufgelöst, und nachher wird das bestimmte Integral j arcsin xdx ausgerechnet. 


Machen Sie die Probe durch Differenzieren! 
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Mit / = arcsin x 

r-, 1 




arcsin x dx = xarcsin x - 


yrr 


g =i 

G = J g dx = x erhalten wir: 
-dx 


f/^(z)dz y— 

] 2m m ) 


= xarcsin x -I- ]/l — x 2 4- C also F(x) = xarcsinx + |/l — : 
Damit erhalten wir: 

" 0,5 


J arcsin x dx = 

xarcsinx H- ]/l — x 2 

0 

- 


= 0,5-j- + 0,8660 — 1 = 0,128 
0 


MATHEMATICA 

Integrate[ArcSin[x], {x, 0, 0.5} ] 


arcsin xdx = 0,128 


0.127825 


Bei einiger Übung ist es nicht mehr erforderlich, alle Umformungen ausführlich aufzu¬ 
schreiben. 

Einfache Operationen sind nach Möglichkeit im Kopf auszuführen. 


AUFGABEN 
Berechnen Sie: 


14.15^) ) x sin xdx 

14.16 a) J sin 2 xdx 

14.17 a) Jxe - *dx 

14.18 a) J arccos xdx 

14.19 a) jjx ln xdx 

14.20 a) ^ e v sin xdx 

14.21 a) ^ e flJc cos b xdx 

14.22 a) \cos(lnx)dx 


b) \x cos xdx 
b) Jsin 2 (<y/ + (p)dt 
b)| Jx 2 e -3x dx 
b) ^arccotxdx 
b) Jx 2 lnxdx 
b) \e v cosxdx 


c) \ x 2 sin xdx 


c) J cos 2 (2/ + 0,l)d/ 

0 

1,38 

c) 5 x 3 e*dx 

0,75 

0,2 


c) \ arcsin2xdx 




ln(x + l)dx 


71/2 


b) \e ~ fl *sin(6x + c)dx c) \ e 3v sin—dx 


c) j e v cos 2 xdx 
0 

71/2 

>3* ein 


b)\^ 


lnx 


dx 

















15. Berechnung von Flächeninhalten (Quadratur) 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ den Inhalt einer Fläche unter einer Kurve berechnen; 

■ den Flächeninhalt eines Sektors durch Integration berechnen. 


15.1 Fläche unter einer Kurve 

Bereits im Abschnitt 11 wurde gezeigt: d A = f(x) dx = ydx 


b b 

A = ^/(x)dx — ^ydx 

a a 


Der Streifen mit der Höhe y und der Breite dx heißt Elemen¬ 
tarstreifen. 



Wir erkannten auch, daß für a < b die Maßzahl der Inhalte 
der unterhalb der x-Achse gelegenen Flächenstücke negativ 
zählt. 

Wenn die Funktion y = f(x) im Integrationsbereich eine oder 
mehrere Nullstellen besitzt, so führt man die Flächenberech¬ 
nung schrittweise durch, das heißt, man integriert jede zwi¬ 
schen zwei Nullstellen gelegene Teilfläche einzeln. 

Wenn es nur auf den Absolutwert des Inhaltes ankommt, so 
rechnet man: A ahs = \Ai | + \A 2 | +... 



A ist die Summe der Flächeninhalte aller (unendlich vielen) Elementarstreifen. 


BEISPIELE 


1. Quadratur der Sinuskurve 

b 

Lösung: A = Wdx y = f{x) = sin* 


A t 

Ai 


sin xd* = — cosjc 


sin x dx = — cos x I = — 2 


y=sinx 



Die transzendente Sinuskurve begrenzt eine Fläche mit rationaler Inhaltsmaßzahl! 

Es ist A = Ai + A 2 — 0. Die Gesamtfläche besteht aus zwei kongruenten, mit verschie¬ 
denen Vorzeichen versehenen Teilflächen. 

n 2n 


Weiters ist A abs = \A X \ + \A 2 1 = 4 


sinxdx = 2 


sin xdx = 0 
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2. Der Inhalt der schraffierten Fläche ist zu berechnen. 
Es ist y = (x + 2) (x 2 — 1) gegeben. 


A = )ydx y = /(x) = (x + 2) (x 2 - 1) 
A\ 


= J (x 3 + 2x 2 — x — 2)dx 

-2 


x 4 2 . x 2 

^ + j x ~^~ 2x 


(x 3 + 2 x 2 — x — 2) dx 


-2 12 



Es ist \ (x 3 — x)dx = 0 und \ (2 jc 2 — 2)dx = 2\(2 jc 2 — 2)dx und somit 


/4 2 = 2 j (2 x 2 — 2) dx = 4 
o 

5 _8__ 37 

12 + 3 ” 12 


A = 


12 


A-2 -t Aabs 


37 

12 


Für gerade Funktionen gilt wegen /( — x) = /(x): \ f(x) dx = 2\/(x)dx 


Für ungerade Funktionen gilt wegen /( — x) = —/(x): \ f(x) dx = 0 


3. Quadratur der Kettenlinie 

Lösung: y = a- cosh-^ 


f f x x X 

Es ist A = \ydx = a\cosh — dx=a 2 sinh— = <z 2 sinh— 

J J fl a L a 


Wegen s = a sinh— (vgl. Beispiel 3, Seite 216) können 


wir schreiben 1 : 

4. Der Inhalt des unter der Kurve mit 
y = sin 2 x liegenden Flächenstücks zwi¬ 
schen 0 und tc ist zu berechnen. 


A = as 


Lösung: A = j sin 2 x dx 
o 

. , , 1 [ . , x sin2x 

sin 2 x dx = — J (1 — cos 2x)dx = y- ——— 




Xi = 0; x 2 ist der erste Schnittpunkt von C mit der x-Achse. 
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15. Berechnung von Flächeninhalten (Quadratur) 


A = 


sin 2x1 71 

4 Jo 


21 

2 


n 

A = \sin 2 xdx = -tt 
o 2 


Wir merken uns folgende Formel, die in der Physik und Technik so oft vorkommt, daß deren 
Kenntnis viel Arbeit erspart. 


i 

Es ist Jsin 2 &)fd/ 

o 


/ 

S IT 71 

cos 2 £y/d/ = —, wenn / = n—(n e Z), also l=n — gilt, 
o 2 2 60 


AUFGABEN 

Der Inhalt des Flächenstücks zwischen der Kurve und der x-Achse ist zu berechnen. 

15.01 a) y = x 2 — 2 b) y = — x 2 — 4x + 1 c) y = (x + 2) (3 — x) 

15.02 a) y = (x - 4) (x 2 - 1,44) b) y = (x + 5) (x 2 - 4) c ) y = x(x + 4) (x - 3) 


Der Inhalt des Flächenstücks zwischen der Kurve und der x-Achse einerseits und den 
Geraden mit x = a bzw. x = b andererseits ist zu berechnen. 


15.03 

v * 3 

a) y = ~f 

Ö 

II 

o 

OO 

b = 1,6 

, . X 3 

•>) y — ~y 

fl = 0,4 

b= 1,8 


5 _ 



3_ 



15.04 

a) y = X 3 

a = 1,2 

b = 2,1 

•>) y = -x 2 

fl = 0 

b = 2,4 


_5_ 



4_ 



15.05 

a ) y-x 3 

3 

fl = 2,5 

b = 4,7 

b) y = x 3 

3 

fl = 2,2 

b = 4,2 

15.06 

a ) y -X s 

fl = 3,1 

b = 6,8 

b) y = x 5 

fl = 0 

6 = 2,8 


15.07 Der Inhalt der Fläche unter der Kurve zwischen zwei aufeinanderfolgenden Null¬ 
stellen ist zu berechnen. 

X 

a) y = 3sinx b) y = sin— c) y = 2sinx + 3cosx 

15.08 In welcher Entfernung von der y- Achse muß man eine Parallele zu dieser ziehen, um 

das unter der Sinuslinie zwischen x = 0 und x = -y- liegende Flächenstück in zwei 
gleiche Teile zu zerlegen? 

15.09 Die Kurve C: y = sinx + cosx, die y-Achse und die x-Achse 1 schließen ein 
Flächenstück ein. Wie groß ist dessen Inhalt? 

15.10 Schreiben Sie den Flächeninhalt A als bestimmtes Integral so an, daß bei numerischer 
Auswertung A > 0 ist. 



Xi = 0; x 2 ist der erste Schnittpunkt von C mit der x-Achse. 
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15.2 Fläche zwischen zwei Kurven 


Wenn j\ und f 2 in [a, b] stetig sind und dort f\{x) > / 2 (x) ist, 
so ist der Inhalt des eingeschlossenen Flächenstücks: 



BEISPIELE 
Es ist 

geschlossenen Stücks zu berechnen. 



1. Es ist der Inhalt des von der Parabel y = -y + 1 und der Geraden y = x + 5 ein- 


Lösung: 

Die Abszissen der Schnittpunkte der Kurven sind die 
Integrationsgrenzen. 2 

x 2 y= ^-+1 

Aus y = — + 1 und y = x 4-5 folgt x x = —2 und x 2 — 4- 4. 


Es ist somit A = J ^x + 5 — -y- — 1 j 


X 3 X L 

-—+—+ 4x 


dx 


= 18 


A = 18 


(A xP 

Die Formel A = \ - hätte schneller und einfacher zum 
12 p 

gleichen Ergebnis geführt. 

2. Der Inhalt des schraffierten Flächenstücks ist zu berechnen. 
Lösung: 

Die Schnittpunkte haben die Koordinaten (010) und (111). 
Es ist f x durch y = ][x und f 2 durch y = x 2 gegeben. 



i i 

A = ^ |/, O) - fi (x)] Ax = ^ {]fx - x 1 ) dx 


3 * 3 


y 

y= 

=x 2 / 

i 


y - Vx 

\ 



o 

ki 


1 


Die Formel A = — a b für den Inhalt der Fläche unter dem Stück O (010) P y (a \ b) der 
Parabel y = ax 2 hätte schneller und einfacher zum gleichen Ergebnis geführt. 

DERIVE 

1: int(f(x) - x~2, x, 0, 1) 1/3 

MATHEMATICA 

Integrate[Sqrt[x] - x"2, {x, 0, 1} ] 1/3 
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AUFGABEN 

15.11 Wie groß ist das Flächenstück zwischen der Parabel y = x 2 und der Geraden 
a) y = 2 x + 2 b) y = — 0,8 x 4- 4,6 c) y = 6 x — 3 


15.12 Wie groß ist das Flächenstück zwischen der Parabel y = x 3 und der Geraden 
a)y = 2x b) y = 3x + 2 c)y = 3x-2 

Der Inhalt des Flächenstücks zwischen den Kurven Ci und C 2 ist zu berechnen. 


15.13 a) y = x 2 

y = x 3 

15.14 a) y = sin* 



b) y = x 2 -2 
x 2 

y = ^~ 

b) y = \nx 
y = x — 2 


c) y = — x 2 + 10 
y = x 2 - 1 

c) y = e v 

y = 2,1*+ 1 


15.15 Der Inhalt des Flächenstücks zwischen Q, C 2 und C 3 ist zu berechnen. 

a)^ = tanx b)^ = sinx c) 1 ^ = e x 

y = cot x y — cos * y = e - * 

= 0 >> = 0;ce[0, rt/2] y = x + 3 

15.16 Der Inhalt des durch Raster gekennzeichneten Flächenstücks ist zu berechnen. 



15.17 Schreiben Sie den Inhalt A des durch Raster gekennzeichneten Flächenstücks als be¬ 
stimmtes Integral so an, daß bei numerischer Auswertung A > 0 ist. 



2 Lösungen! 
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15.3 Parameterdarstellung 

Wenn von einer Fläche unter einer Kurve die begrenzende Kurve in Parameterform 

X = X (/) 

y = y( t ) g e § e ben ist, so ist dx = x(t)dt und somit ydx = y(t)x(t)dt. 

Für die Integrationsgrenzen und x 2 sind jene Werte t t und t 2 zu setzen, für die A:(/ t ) = X\ 
und x(r 2 ) = x 2 gilt. 

Es gilt dann: 



BEISPIEL 

Quadratur der Ellipse 
Lösung: 

Eine Parameterdarstellung lautet: x= acosq) 

y = b sin (p 

Es ist somit x = — a sin q) 

< P 2 = 0 ji/2 

^ yxd(p = ab\ sin 2 (pd(p = ab~ A eU = nab 

(p\ = n/2 0 



Aus A e n = n - a- b folgt für die besonderen Werte a = b = r die Formel 
A KTeis = n-r-r = nr 2 . 


AUFGABEN 


15.18 Berechnen Sie den Flächeninhalt unter der Kurve: 

a)x=, ~l -2<I<0 b)x= il 

y = t + 3 y = V 


0 < t < 1 


15.4 Sektorenformeln 


Der Inhalt des Sektors zwischen zwei Radiusvektoren [(p = 
ist zu berechnen. 

Die Gleichung der Kurve ist in Polarkoordinaten gegeben, 
sie lautet r =/(^>). 

Wir zerlegen den Sektor OA B in Elementarsektoren. Der 
Inhalt des schraffierten Elementarsektors ist angenähert 
1 1 

d A =~^ r ‘ r &<P ~~2 rl ( ^ ( P- 



Den Flächeninhalt A erhält man durch Integration von d A, also durch Summierung aller 
Teilgrößen d A mit anschließendem Grenzübergang (n oo). 
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Flächeninhalt eines Sektors 

Wenn x = x(t ), y = y(t ) ist, dann gilt: 


A= j) r2 ‘ 

n 


A = \ 1 (.xy - yx) d/ = y ( I * d/ 

2 r, 2 l\x y I 


d A ist ein Näherungswert der Maßzahl eines Elementarsektors. 
A ist die exakte Maßzahl des Inhalts des ganzen Sektors. 
Beweis für den 2. Teil des Satzes: 


x = x(t) 

y = y(t ) 

Es ist 


dtp 

~d 7 


r 2 = x 2 + y 2 

1 yx — yx xy — yx 
^2 -2 


(p = arctan^ 


1 + 


(f)' 


und somit r 2 d(p = (xy — yx)dt, was zu beweisen war. 

BEISPIELE 2% 

r 2 f r 2 

1. Quadratur des Kreises mit r = konst. Lösung: A = — \ d<p = — • 2 7t 

1 o 1 

2. Quadratur der archimedischen Spirale r = a(p 


A = 7t r 2 



Dieses Ergebnis kannte schon Archimedes (250 v. Chr.). 


3. Der Inhalt des Ellipsensektors OP x P 2 ist zu berechnen. 

T .. . x=acost x=—asint 

osung. y _ ^ _ ^ cos t 

t2 l 2 

A = (xy — yx) dt = ^ ( cos2 1 + sin 2 0 dt 


ab , 

= 2 (^2 - O 

7t 

Stichprobe : L = 0\ 


a ab , 
ä =-j-fo - o 


. 7t 

^ = ~2 2 ’ 


nab 

4 



AUFGABEN 

15.19 Der Flächeninhalt der Spirale S zwischen cp^ = 7t und (p 2 = 2n ist zu berechnen, 

a) r =b) r 2 = 2a 2 (p r = a ,p 

15.20 Wie groß ist der Inhalt der von der Kurve Cumschlossenen Fläche? 

r 2 = a 2 cos2<p b) r = |öcos2 (p | c) 2 x = «cos 3 1 y = asm 3 1 


Lemniskate 


2 Astroide 




















16. Berechnung von Rauminhalten (Kubatur) 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ den Rauminhalt eines Drehkörpers durch Integration berechnen; 

■ den Rauminhalt eines Körpers aus seiner Querschnittsfunktion durch Integration berechnen. 


16.1 Berechnung des Rauminhalts 
von Drehkörpern 

Dreht man eine Kurve mit y = /(x) um die x- Achse 1 , 
so überstreicht die erzeugende Kurve die Mantelfläche 
des entstehenden Drehkörpers. 

Um den Rauminhalt des Drehkörpers zu ermitteln, zer¬ 
legt man diesen in Elementarzylinder, deren Volumen 
angenähert dV = ny 2 dx ist. 

b 

Durch Integration erhält man V = n^y 2 dx. 


b 

Rauminhalt eines Drehkörpers bei Drehung um die x-Achse: V = n^y 2 dx 

a 

h 

Wenn die Funktion in Parameterform vorliegt, so rechnen wir: V = iS^y 2 xdt 

h 

yi x 2 h 

Rauminhalt bei Drehung um die y- Achse: V v = n ^ x 2 dy = n J x 2 y' • dx = n J x 2 y- dt 

y\ *1 h 



BEISPIELE 

1. Das Volumen einer Kugel mit dem Radius r ist zu berechnen. 

Lösung: 

Bei Drehung des Halbkreises K (010 ||r) um die x-Achse entsteht eine Kugel. 

b 

V = 7 t^ y 2 dx Es ist y 2 = r 2 — x 2 ; a = —r und b = + r. 

a 


V = n ^ (r 2 — x 2 ) dx = n 

_ 2 * 3_ 
r x ~ “ 3 ” 

= 7t 

1 

r 2 (r + r) — y(r 3 + r 3 ) 

i\~ 

11 





rr 4 7t , 

y =—r 

DERIVE 





1 : y := f(r ~2 - x~ 
2: v : — je int(y* 2 # 

2 ) 

x, - r. 

+ r) 

4 71 r"3/3 



x e [a, b ], /(x) > 0 





























210 


16. Berechnung von Rauminhalten (Kubatur) 


2. Der Rauminhalt eines Kugelabschnitts mit dem Kugelradius r und der Höhe h ist zu 
berechnen. 

Lösung: 

b 


V=n\y 2 dx Es ist a = 0; b = h 

und nach dem Höhensatz 
y 2 = x(2r - x) 


V = n \ (2 rx — x 2 ) dx = n 


rh >-- 


nh 2 



(3 r-h) 


nh 


Durch Umformung erhält man: V = p 2 + h 2 ) 
MATHEMATICA 

V - Pi Integrate[x(2 r - x), {x, 0, h}] 

3. Das Volumen eines Drehkegels (r, h ) ist zu berechnen. 
Lösung: 


nh 2 


(3 r-h) 


Pi(-h~3/3 + h~2 r) 


V = n \ y 2 dx y = ~x x x = 0 x 2 = h 


v =«\(i x J dx = 1 f\ 


x 2 dx 


3 Io 


nr 2 h 


1 


nr 2 h 



4. Die Parabel mit y = — x 2 rotiert a) um die x-Achse, 

b) um die y- Achse. 

Wie groß sind die Rauminhalte der Drehkörper, wenn die Grenzen a = 0 und b= 4 
sind? 

Lösung: 

a) Bei Drehung um die x- Achse gilt: 

4 4 


K = 40,21 


K = n\y 2 dx = -^\x*dx = «-• — 


64 k 


= 40,21 


16 5 Io 


„ 1 u h * 1 u( h2 Y 

V ' = J nh l6 = J nh [-T) 


x 2 h 2 1 

Wegen y = ist r = und somit K x = — -nr 2 -h. 



Das Volumen des Drehkörpers ist gleich einem Fünftel des Volumens eines Zylin¬ 
ders mit der gleichen Grundfläche nr 2 wie der Drehkörper und dessen Höhe h. 
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b) Bei Drehung um die y- Achse gilt entsprechend: 

yi 

V y = n\x 2 d y 

y\ x i 

In unserem Fall ist y = daher ist x 2 = 4 y. 

Mit y (0) = 0; y( 4) = 4 erhalten wir 

4 

V y = 47t^ydy = 47t* -Jj- | 0 = 32 n V y = 100,5 

o 

h 2 x 2 ci 2 

Vy = 4ti— Wegen y = — ist b = — , also 4 b = a l 

und somit F y = y-7t a 2 b 



► 


5. 


Das Volumen des Drehkörpers ist gleich der Hälfte des Volumens eines Zylinders 
mit gleicher Grundfläche 7t a 2 und gleicher Höhe b. 

x 2 v 2 

Der bei der Drehung der Hyperbel hyp: = 1 um die y -Achse entstehende 

Körper heißt einschaliges Drehhyperboloid. Sein Rauminhalt ist zu berechnen. 



AUFGABEN 


16.01 Berechnen Sie den Rauminhalt der Körper: 

a) Kegelstumpf b) Kugelschichte c) Kugelausschnitt 


Wie groß ist das Volumen eines Drehkörpers, der durch Drehung der Kurve C um die 
x-Achse entsteht? 


16.02 a) y = x 2 


b) y = — X\ — 0 


x 2 = a 


16.03 a) y = e v 


Xt = 0 x 2 = 3 
X! = 0 x 2 = 2 


b) y = sin x 


X! = 0 


X 2 = 7t 
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16.04 a) y = lnx Xj = 1 x 2 = 5 b) x.y = 4 ^ = 0,5 x 2 = 2 

16.05 a) x 2/ 3 + >> 2/3 = a 2/3 b) x = a (t — sin t) y = a(l — cos /) mit t e [0, 27t] 

16.06 Die Gerade g : .y = 2x schneidet von der Parabel par: y 2 = Sx ein Stück ab. Wie 
groß ist das Volumen des Drehkörpers, der bei Drehung dieses Flächenstückes um die 
x-Achse entsteht? 


16.2 Berechnung des Rauminhalts aus der Querschnittsfläche 


Die Elementarschicht hat das Volumen 
AV~ dV= Adx, 

wobei A eine stetige Funktion von x sei. Durch 
Integration erhält man: 


b 

V= \a(x) dx 



BEISPIELE 

1. Der Inhalt einer geraden quadratischen 
Pyramide ( a , h ) ist zu berechnen. 

Lösung: 

Wir legen den Ursprung des Koordinatensystems 
in die Spitze S ; es gilt dann 

A (x): G = x 2 : h 2 also: A(x) = -^x 2 

h h 

Esistdaher V= (x)dx = -^-\x 2 dx = 

o h o ^ 



V = 


a 2 h 
~ 3 ~ 


2 . 


Das Volumen eines Zylinderhufs (r, h ) ist zu 

b 

Lösung: V = J A (x) • dx 

a 

Der schraffierte Querschnitt hat den Inhalt: 

, 1 1 
A = — yz = -y-ytana 

Es ist tan ct = — 
r 

und nach dem Höhensatz: 
y 2 = x(2r- x) 

Es ist somit: A = A (x) = -^x(2 r — x) 


berechnen. 
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Wir bilden nun 

2 r 


V = )A(x)dx = ^-](2rx- x 2 ) dx 
o 2 r ' 

h_ 

~ 2 r 


■'S 

1 

2 r 

_h_ 

4 r 3 — 

8 r 3 ' 

L 3 J 

0 

2 r 


3 


= f 2 " 


Das Volumen des Zylinderhufs (r, h ) ist ebenso groß wie das der 
Pyramide ABCDS. 



Satz von Cavalieri 1 


Alle Körper, bei denen alle in gleichen Abständen von der Grundfläche geführten 
Parallelschnitte gleiche Flächeninhalte haben, sind raumgleich. 



Existiert in [a, b] eine Querschnittsfunktion F(x), sodaß für jedes jc g [a, b ] die Beziehung 

b b 

F(x) = A (jc) gilt, so sind wegen ^ (x)dx = J F(jc)djc die beiden Körper raumgleich. 


Für Körper, bei denen sich die Querschnittsfunktion in bezug auf eine Gerade als ganze 
rationale Funktion mit n < 3 darstellen läßt, ist exakt 

V=j[A a + 4A m + A e ] 


Dazu gehören z. B. Prisma, Pyramide, Zylinder, Kegel, Kugel, Ellipsoid, Hyperboloid, 
Paraboloid. 

Zeigen Sie bei diesen Körpern durch Einsetzen in die Formel die Richtigkeit der Behaup¬ 
tung! 


[Francesco] Bonaventura Cavalieri (1598—1647), Professor der Mathematik in Bologna. 
Vgl. Band 2, Abschnitt 11.2. 






















































17. Berechnung von Bogenlängen (Rektifikation) 1 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie die Bogenlänge einer Kurve durch Integra¬ 
tion berechnen können. 


Es ist die Länge s der Kurve AB, deren Gleichung y = /(x) 
lautet, zu berechnen. Die Länge eines Bogenelementes ist 
angenähert 


As = ][(Ä*f+-(Äf) 2 bzw. 2 
di = l/(dx) 2 + (d_y) 2 = y 1 + (/' (x)) 2 dx 
= f\ + y 2 dx 



Durch Integration von d5 erhält man die Bogenlänge 5, 
die Länge eines Stücks der Kurve mit y = /(x) zwischen 

b 

0 

a=x 0 x 1 x 2 x 3 x 4 b=x 5 x 

x = a und x = b. 

5 = J]/l + y' 2 dx 

a 



Kartesisches 

Koordinatensystem 

Bogenlänge 

Parameterform 

Polarkoordinaten 

b 

f _ 

<B 



5 = )]/l + y' 2 dx 

a 

S 

'•k 

+ 

k 

li 

<*> 

5 = 


Beweise: 

Liegt die Kurvengleichung in Parameterform x = x(t) und y = y(t) mit t e [t A , t B ] vor, so gilt: 


dx = dt = xdt 
dt 


dy =dt = y dt 


d5 = |/(dx) 2 4- (dj>) 2 = |/(xd/) 2 + ( ydt ) 2 = j/x 2 + y 2 dt 

Ib 

Es ist daher: s = J |/x 2 + y 2 dt mit x(t A ) = a und x(t B ) = b 


Wenn die Funktion in Polarkoordinaten, also r = r(tp ) gegeben ist, so ist 
x= r(tp) cos tp unddamit 
y = r{tp) sin«/? 
dx = ( r' cos tp — rsin<p) dtp 
dy = (r' sin tp + rcos (p) dtp 

Es ist dann 

(ds) 2 = (dx) 2 + (dy) 2 = [ r 2 + r' 2 \ {dtp) 2 
bzw. ds = ]/r 2 + r' 2 dtp und somit 


]/r 2 + r' 2 dtp 


1 recte facere (lat.) = gerademachen 

2 Abschnitt 9.1 
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BEISPIELE 

1. Der Umfang eines Kreises mit dem Radius R ist zu berechnen. 

b 

Lösung: s = J]/l + y' 2 dx 
Es gilt im ersten Quadranten: 

j = 1/r 2 -x 2 


y 


y /? 2 — jc 2 


l/l +y ' 2 


]//? 2 - . 


-^ = R 


dx 


ili^r 


• arcsin — 

^ , 


arcsin 1 = R— 


Parameterdarstellung: 
x = R cos t 


y = sin t 


t g [0; 2tc] 


x = — sin t 
y = R cos t 

d r 


x 2 + y 2 = Ä 2 


u = 2nR 


u = \ d/ = 2 jt R 


Polarkoordinaten: r=R daher ist - 3 —= 0 

d<p 

2 71 _ 2 71 

u= sy'- 2 + (^) 2 ^ = S Rd « ,=2,iÄ 


2. Die Länge des Bogens der Parabel mit y = x 2 zwischen x — 0 und x = 1 soll berechnet 
werden. 

b 

Lösung: s = J j/l + y' 2 dx y = x 2 y' = 2x l + j >' 2 = l + 4x 2 

a 

Wir lösen J j/l + 4x 2 dx mittels der Substitution 2x = sinh /, erhalten 
2 dx = coshfd/‘ und somit 

ySVI 


Sk 


1 + 4x 2 dx = — \yi + sinh 2 t coshfdr = — \cosh 2 /d/ = — (t + sinh/coshr) 


1 


Es ist somit s = \ arcsinh2x + 2x]/l + 4x 2 = 4“[arcsinh2 + 2]/5~] 

4 [ Jo 4 

= J-[1,44 + 4,47] 5 - 1,48 

Wir rechnen dasselbe Beispiel nochmals mit Hilfe der Kepler-Regel: 

1 1 

s = jyi 4 - y' 2 dx = ^]/l + 4x 2 dx 
0 0 

S = |[/X 0 ) + 4/(0,5) +/(!)] = J-[l + 41/2+1/5“] = = 1,48 


^ = 1,48 


An diesem Beispiel sieht man die Schwierigkeit der direkten Auswertung von 
Integralen. 

Nochmals sei darauf hingewiesen, daß wir fast immer mit Näherungwerten von 
Zahlen rechnen und daß die Anwendung numerischer Methoden sowohl in der 
Mathematik wie auch in der Technik selbstverständlich und oft unumgänglich ist. 
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DERIVE 


1 : s := int(f(1 + dif(x*2, x)*2). x, 0, 1) 

1.47894 

MATHEMATICA 

y = x~2; 

s = Integrate[Sqrt[1 + 0[y, xj'2], {x, 0, 1}] 

1.47894 


3. Eine an ihren Enden aufgehängte Kette 1 bildet eine Kettenlinie, deren Gleichung 

x_ _x_ 

x e* + e a 

y = öcosh— = a --- lautet. 

Die Länge des Bogens AB von seinem tiefsten Punkt A bis zum Punkt 5 (jc 2 |^ 2 ) ist zu 
berechnen. 


Lösung: s = J |/l + y' 2 dx 


y = a cosh- 


y' = sinh — 
J a 


1 + v' 2 = 1 + sinh 2 — = cosh 2 — 
a a 


[ cosh —d^— 

-) = a sinh— 1 

i a \ ü 

i) a li 


*2 


. u *2 e - e 

s = a sinh— = a --— 

a 2 


DERIVE 

In der Hilfsdatei INT_APPS.MTH befindet sich die Funktion ARC_LENGTH.MTH, mit der 
wir die Bogenlänge s berechnen können. 

a pX2/ a o ax2/ a 

arclengthfa cosh(x/a), x, 0, x2) ----- 


4. 


Der Umfang der Ellipse mit a = 10 cm und b = 5 cm ist zu berechnen. 


Lösung: 


u_ 

4 



x=10cos t jc=— lOsin/ 
y = 5 sin / y = 5 cos t 

71/2 

= 5 J ]/4sin 2 t + cos 2 / dt 


x 2 + y 2 = 100 sin 2 1 + 25 cos 2 1 


Dieses Integral ist nicht in geschlossener Form zu lösen. 
Wir werten es daher mittels der Kepler-Regel aus. 


: 20 L 




/(0) + 4/ 4 


(7)^(1) 


Annahme: Die Kette sei vollkommen biegsam und überall gleich schwer. 
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f{t) = ]/4 sin 2 t + cos 2 / 
U = 2,44 u = 48,8 
I: 


m = 1 /(f) = 2 f(^j = 1,581 


-ifj/(.) + /(f) + 2/(|) + 4[/(|) +/ (f)]j 


7tl8,509 
24 


= 2,42 


u = 20 / 2 = 48,4 


u = 48,4 cm 


durch Ablesen des Werts in den Funktionen- und Zahlentafeln; es ist dort für 
b 1 

a = 10; — = — d er Wert 48,442 angegeben. 


DERIVE 

1: 4 int(/(dif(10 cos(t), t)~2 + dif(5 sin(t) f t)~2), t, 0, rc/2) 
2: 48.4422 


MATHEMATICA 

x = 10 Cos[t]; y = 5 Sin[t]; 

u = 4 N[Integrate[Sqrt[D[x, t]~2 + D[y, t]~2], {t, 0, Pi/2}]] 

48.442 


AUFGABEN 

17.01 Berechnen Sie die Bogenlänge der Parabeln von x = 0 bis x = 2. 

*)y = 2x 2 b) y = 4x 2 c) y = -y- d) y = 

17.02 Berechnen Sie den Umfang der Ellipsen. 



17.03 Berechnen Sie die Länge der Hyperbelbogen zwischen S (a | 0) und | y t > 0). 

V2 Jf2 y.2 y2 

a ) j = 1 * *i-4 b) — - = 1 *,-5 = 1 *i = 8 

17.04 Berechnen Sie die Länge der Sinuskurve zwischen x t = 0 und x 2 = n. 

17.05 Berechnen Sie die Länge der Spirale mit r = a(p zwischen (p = 0 und (p = 27t. 
17.06 Berechnen Sie die Bogenlänge der Kardioide mit r = a( 1 — cos (p ). 

1 7t 

17.07 Berechnen Sie die Bogenlänge der Kurve mit y = zwischen x-i = und 

7t 

Xl = T’ 

7t 

17.08 Berechnen Sie die Länge der Tangenskurve zwischen x A = 0 und x 2 = —. 











18. Berechnung des Inhalts einer Drehfläche 
(Komplanation) 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie den Flächeninhalt einer Drehfläche durch 
Integration berechnen können. 


Das Kurvenstück A B überstreicht bei der Drehung um 

Y 


ds/\ 

y=f( x ) 

die x-Achse den Mantel des Drehkörpers. 

y 

s /\ 


dy 


Wir ersetzen die Kurve, deren Funktionsgleichungy 



S^dx^ 



= /(x) lautet, wie bei der Herleitung der Bogen¬ 






0 


Xj-i__^ 

Xj 

X 

länge, durch einen Sehnenzug. 

Der Mantel des so entstehenden Drehkörpers 
besteht aus Kegelstumpfmänteln. 











_ 


Die Fläche eines Elementarkegelstumpfmantels kann als Differenz des Inhalts der Mantel¬ 
fläche zweier Kegel berechnet werden. Der größere hat den Radius ( y + d y) und die Mantel¬ 
strecke ( s + ds), der kleinere hat den Radius y und die Mantelstrecke s. 

Es ist somit dM = 7 t[(y -I- dy) (5 + ds) — ys] = n(y • ds -I- s • dy + dy • ds). Wegen 
y : 5 = dy: ds ist s • dy = y • ds und somit d M = jt (2 y • ds -I- dy ■ ds). Das Produkt dy ■ ds ist 
sehr klein gegenüber 2y • ds und kann daher vernachlässigt werden 1 . Es gilt daher angenähert 
dM = 2nyds. Die gesamte Fläche M erhalten wir durch Integration. 


B b t B 

M = 2n^yds = 2n J y ]/1 + y' 2 dx = 2n^y]/x 2 + y 2 dt 

A x = a tA 


B 

Die Formel M=2n^yds gilt für jede Darstellung der Kurvengleichung. 

A 

A und B ist eine symbolische Schreibweise für die Grenzen. Wenn y und ds durch x ausge¬ 
drückt werden, sind x = a und x = b die Grenzen; bei Parameterdarstellung sind t = t A und 
t = t B die Grenzen, und bei Polarkoordinatendarstellung ist cp = q> A die untere und 
(p = (p B die obere Grenze. 


BEISPIELE 


1 . 


Die Oberfläche einer Kugel ist zu berechnen. 


Lösung: 

O = 2n\ y yi 4- y' 2 dx y = ]/r 2 - x 2 1 + y ,2 = -^y 

1 0 y 


O f r 

— = 2n\y—dx = 2n 

z 0 y 0 


"dx = 2nrx I = 2nr 2 


Oitugei — 4 ti r 2 


dy ist in der gleichen Kleinheitsordnung wie dx. 

Das Produkt dy • ds ist von höherer Ordnung klein als dx. 
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MATHEMATICA 

y = Sqrt[r~2 - x~2]; h = Sqrt[l + D[y, x]~2]; 
Ao = 4 Pi Integrate[y h, {x, 0, r}] 


4 Pi r~2 


2. Die Fläche einer Kalotte (r, h ) ist zu berechnen. 


Lösung: T K = 2ti \ yyl + y' 2 dx 


y 2 = x(2 r — x) 


x 2 = h 


, r — x 





h 



0 


^Kalotte = 2nrh 


Zum Beispiel: /? = 2r => A=4nr 2 
DERIVE 

1 : y:=f(x (2r-x)| 

2: AI := 2 n int(y /(I + dif(y, x)~2), x, 0, 2 r) 4 n r~2 

MATHEMATICA 
y = Sqrt[x (2 r - x)]; 

AK = 2 Pi Integrate[y Sqrt[1 + D[y, x]~2], {x, 0, 2 r}] 4 Pi r~2 


AUFGABEN 

18.01 Die Gerade mit y = 1,5 x rotiert um die x-Achse (y- Achse). 

Wie groß ist der Mantel des Drehkörpers, wenn 

a) x e [0; 5] b) x e [1; 4] c) x e [2; 9] 

18.02 Der Mantel einer Kugelzone ist zu berechnen. 

18.03 Berechnen Sie den Mantel, der bei Rotation einer Kurve mit der Gleichung 
a ) y--~r JC e [1;3] b ) y = x 2/3 xe[0,2] 

C )y = x- 1/2 x e [0,5; 1,5] d ) y = x 3 ' 4 xe[0;3,2] 

um die x-Achse überstrichen wird. 

18.04 Das in [0,7t] liegende Stück der Sinuskurve dreht sich um die x-Achse. Berechnen Sie 
die Mantelfläche. 

1/7 

18.05 Die Kurve mit y = (x — 4) rotiert um die x-Achse. Wie groß ist die Mantelfläche? 

x 2 v 2 

18.06 Die Hyperbel — — = 2 rotiert um die a) x-Achse, b) y- Achse. 


Wie groß sind die Mantelflächen der Drehhyperboloide zwischen = — 5 und 
x 2 = +5? 









19. Berechnung von statischen Momenten und 
Schwerpunktsermittlung 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie die Koordinaten des Schwerpunkts eines 
Kurvenstücks, einer ebenen Figur, eines Drehkörpers und einer Drehfläche berechnen können. 


19.1 Begriff des Schwerpunkts in der Physik 

Wir betrachten einen Körper, drehbar um die waagrechte Achse a, und fassen ihn als System 
von Massenteilchen auf. 

Der Begriffsbestimmung des Schwerpunkts legen wir die Vereinfachung zugrunde, daß es 
sich stets um homogene Gravitationsfelder handle. In diesen ist g der Größe und Richtung 
nach überall konstant 1 . 

Jedes Massenteilchen Am ruft infolge seines Gewichtes AG 
und seines Hebelarms / (kürzester Abstand, also Normalab¬ 
stand, der Drehachse von der Wirkungslinie der Kraft) ein 

Drehmoment 2 

AM t = A Gt lj = Ami-g - /, 

hervor, welches den Körper im allgemeinen aus einer 
beliebigen Anfangslage herausdreht. 

Nur wenn die Drehachse durch den Schwerpunkt geht, bleibt der Körper in jeder Stellung in 
Ruhe. 

Es muß daher für jede Achse durch den Schwerpunkt, für jede Schwerachse, das 
resultierende Drehmoment M = J]A G ; • /, gleich Null sein. 

Damit ist der Begriff Schwerpunkt festgelegt. Wir können ferner sagen, daß das System der 
Gewichte A G, am Körper die gleiche Wirkung hervorruft, als ob das Gesamtgewicht G in 
seinem Massenmittelpunkt, dem Schwerpunkt, vereinigt wäre. 



19.2 Statisches Moment eines Massenpunkts 

Unter dem statischen Moment eines Massenpunkts 3 in bezug auf eine Achse oder Ebene ver¬ 
steht man das Produkt aus der Masse m und ihrem mit Vorzeichen versehenen Abstand / von 
der Achse oder Ebene. 

Das statische Moment eines Massenpunkts in bezug auf eine Achse ist M = Im. Nach obiger 
Definition hat ein System von n in der fxy]-Ebene gelegenen Punkten bezüglich der x-Achse 

das statische Moment M x = ^ yt m i und bezüglich der y- Achse M y = ^ x t m i■ 

i = 1 „ i = 1 

Das statische Moment eines räumlichen Punktesystems, also 2 ( m i ? ist gleich dem 

i = i 

statischen Moment l 0 m , wobei / 0 der Abstand des Massenmittelpunkts, genannt Schwerpunkt, 
von der Achse oder Ebene und m die Gesamtmasse ist. 


1 g ... Fallbeschleunigung 

2 Wird meist in N m bzw. N cm gemessen. 

3 Das ist ein Punkt, in dem sich die Masse m befindet. 
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19.3 Statisches Moment und Schwerpunkt 
einer ebenen Figur 

Eine ebene Figur ist gleichmäßig mit Masse belegt, und zwar 
hat die Masse pro Flächeneinheit den Betrag 1. 

Um das statische Moment bezüglich der j;-Achse zu er¬ 
mitteln, teilen wir die Fläche in näherungsweise rechteckige 
Elementarstreifen vom Inhalt AA « d A = ydx. 

Der Schwerpunkt des schraffierten Elementarstreifens hat 
näherungsweise die Koordinaten und das statische Moment dieses Streifens in 

bezug auf die y- Achse ist AM y « d M y = xdA = xydx. 

Das statische Moment der gesamten Fläche ist der Grenzwert der Summe der statischen 
Momente aller Elementarstreifen, also: 

b b 

M y = lim /, xyAx = \xydx 

A*^0 x = a 2 

Jeder Elementarstreifen hat bezüglich der x-Achse das statische Moment 

b 

y y y 2 1 f 

AM X ^ dM x = — d A = —ydx = -ydx. Durch Integration erhält man: M x = —]y 2 dx 
Für den Flächenschwerpunkt S'(xolj'o) gilt definitionsgemäß M y = x 0 A und M x = y 0 A. 


y 



y=fW/ 


y 


K 








( 

X '(xl0,5y) 


0 

,a, 

X 


X 



b 



Statische Miomente einer ebenen Figur mit A 

b 

= \ y dx 

b 

1 f 

x = a 

b 

r 

Mt = y ) y 2 dx 

M y = \ xy dx 

M 

Flächenschwerpunktskoordinaten : x 0 = — ~~ 

II 

£ 


BEISPIELE 

1. Die Koordinaten des Schwerpunkts der Trapezfläche 
A B CD sind zu berechnen. 


Lösung: 

Die Gleichung der Geraden durch B und C(h\y 1 ) ist 
y = y-x und die Gleichung der Geraden durch A 


und D lautet 
Es ist daher 

h 


Ti + c - a 

y =- 7 -*+ a. 


d A = ^ C ^ a x 4- flj dx und somit: 




= S xdA = \(^jf-x> + ax\ix = - 

v = n o \ / 


3h + 2 


= fr¬ 


ei + 2c 



6 
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^ w ... M y h 2 (a + 2c)2 

Es ist M v = x 0 A und somit x 0 = —— = — 77 —-——— 
y A 6 (fl + c)h 


Xo = ^T 


h a + 2c 


3 a + c 


yo = 


3 (a + c) 


a + 2 c 
a + c 

[a 2 + ac + ayi + c 2 + 2 cyd 


Für c = 0 erhalten wir: x 0 = —, die Schwerpunktabszisse des Dreiecks ABC. 


Konstruktion: 1. M x M 2 


2. BB' = c; DD' 


3. B' D' n M 2 = S F 


Allgemein: 


Wird eine Figur oben durch eine Kurve mit y = f(x) und unten durch eine Kurve mit 
y = g(x) begrenzt, so ist 

b b 

M x = y ^ (f~g 2 ) d* und M y = J x(f-g)dx. 


2. Die Lage des Schwerpunkts einer Halbkreisfläche ist zu bestimmen. 



3. Die Lage des Schwerpunkts der stark umrandeten Fläche ist zu bestimmen. 


Lösung: y = ax 2 M y = x 0 A M x = y 0 A 

A 1 a 3 

A = = y*i 


M y , = \ x(j/ dx) = fl \ x 3 dx = — x{ 


x 0 = 

M x = 
^0 : 


My 

A 


axf 

4 


flXi 


r*i 


= — ^ j/ 2 dx = — \ x 4 dx -- 


2 u 
M x fl 2 Xf 

~Ä~ = 10 


fl z Xi 

10 


flXi 


10 ' 


_3_ 

10 - 



DERIVE 


1: 

y : 

= a x"2 



2: 

fl 

: = int(y, x, 0, xl) 

a 

xr3/3 

4: 

xO 

:= int(x y, x, 0, x1)/fl 

3 

xl/4 

6: 

yO 

:= 1/2 int(y~2, x, 0, x1)/fl 

3 

a xr2/10 
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MATHEMATICA 


y=a x~2; fl=Integrate[y, ( x * 0, xl}]; 
xO=Integrate[x y, {x, 0, x1}]/fl 

3 xl 

4 

yO=Integrate[y~2, {x, 0, x1}]/fl/2 

3 a xl^ 

10 


AUFGABEN 

19.01 Die Geraden y = x g 2 : >* = —0,5x + 5 und g 3 : y = 1 begrenzen ein Dreieck. 
Welche Koordinaten hat sein Flächenschwerpunkt? 

19.02 Die obigen Geraden und g 4 : y = 2(x — 5) begrenzen ein Viereck. Wie lauten dessen 
Flächenschwerpunktskoordinaten ? 

19.03 Der Schwerpunkt des durch die y- Achse, die Kettenlinie mit j; = 2coshy, die 
Gerade mit x = 4 und die x-Achse eingeschlossenen Flächenstücks ist zu ermitteln. 

19.04 Der Schwerpunkt des durch par:y = ax 2 und g\y=b bestimmten Parabel¬ 
segments ist zu ermitteln 1 . 

19.05 Der Schwerpunkt des von der Sinuskurve und der x-Achse zwischen x = 0 und 
x = Ti begrenzten Flächenstücks ist zu bestimmen. 

Die Schwerpunktskoordinaten des durch die Gleichungen der Begrenzungskurven 
bestimmten Flächenstücks sind zu berechnen. 


x=— y=0 


b) y = tan x 
b) y = sin 2 x 


19.06 a) y = sinx 
19.07 a) y = sin 2 x y = 0 
19.08 a) y = lnx x = 1 x=10 ^ = 0 

19.09 a) _y 2 = 3 x y = x b) y = x 3 x = 2 y = 0 


ji 

x = -4 y = o 

71 

X = — y = 0 


b) y = -y+t y = x + 5 


c) y = 


19.10 Der Schwerpunkt eines Kreisabschnitts (r, h ) ist zu bestimmen. 

19.11 Die Schwerpunkte der in 15.03 bis 15.06, 15.11 und 15.12 angegebenen Flächenstücke 
sind zu ermitteln 2 . 

19.12 Die Schwerpunktskoordinaten der Halbschleife mit der Gleichung ^ = ]/^c (jc — 3 ) 
sind zu berechnen. 


Erste Guldin-Regel 


Wir vergleichen den Ausdruck M x = —^y 2 dx mit dem Rauminhalt eines Drehkörpers 

r ? a 

K = n)y 2 dx und ebenso M y = — \x 2 dy mit dem Rauminhalt des Drehkörpers 

0 Z V! 

y 2 M 

Vy = x 2 dy und erkennen daraus die Beziehung: 


V x = 2tiM x = 2ny 0 A bzw. V y = 2nM y = 2nx 0 -A 


1 a- b> 0 


2 14 Aufgaben 
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Erste Guldin-Regel 1 : V K = 2 n y 0 A V y = 2 n x 0 • A 

Der Rauminhalt Keines Drehkörpers ist gleich dem Produkt aus dem Inhalt A des erzeu¬ 
genden Flächenstücks und dem Weg seines Schwerpunktes S F (x 0 1 ^ 0 ) bei einer Umdre¬ 
hung 2 . 


BEISPIELE 

4. Das Volumen eines Drehkegelkörpers (r, h ) ist zu berechnen. 
Lösung: 

Durch Drehung des rechtwinkligen Dreiecks AOS um die 
^-Achse entsteht ein Drehkegel. Der Inhalt des erzeugenden 
rh 

Flächenstücks ist Der Flächenschwerpunkt S F ist 

y 

x 0 = — von der y- Achse entfernt. Er legt daher bei einer Um- 
2nr 

drehung den Weg 2nx 0 = —— zurück. 

_ . , . __ ä . 2nr rh nr 2 h 

Es ist daher V=2nx 0 A= — — = —-— 



^Kegei = y r 2 h 


5. Eine Kreisfläche rotiert um die ^-Achse. Es ist der Rauminhalt des Ringkörpers 
(Torus) zu ermitteln (a > r ). 

Lösung: V y = 2nx 0 A 

Es ist A = nr 2 und x 0 = a, daher V = 2nanr 2 = 2n 2 ar 2 . K Ringkörper = 2 n 2 ar 2 


AUFGABEN 

19.13 Das durch y = e x x = 0 x = 2 und y = 0 gegebene Flächenstück rotiert 

a) um die x- Achse b) um die y- Achse. 

Wie groß ist jeweils das Volumen des Drehkörpers? 

19.14 Es rotiere a) die Sinuskurve, b) die Kurve mit >> = sin 2 jc zwischen x = 0 und 
x = n um die x-Achse. 

Wie groß ist das Volumen des Drehkörpers? 

19.15 Das Volumen eines Rotationsparaboloids ist mit Hilfe der Guldin-Regel zu 
bestimmen. 


19.4 Statisches Moment und Schwerpunkt eines Kurvenstücks 

Das Kurvenstück Cmit der Länge AB = s sei gleichmäßig mit Masse belegt, und zwar habe 
die Masse pro Längeneinheit die Maßzahl 1. Wir denken uns die Masse im Schwerpunkt S c 
befindlich, es gilt dann 3 : 

B B 

M x = ^ ds = y 0 s bzw. M y = J x ds = x 0 s 

A A 


1 Paul Guldin (1577—1643), Schweizer Mathematiker, lehrte auch in Wien und Graz. Die nach ihm 
benannten und von ihm entdeckten Regeln finden sich schon bei Pappos von Alexandrien 
(um 320 n. Chr.). 

2 Diese Regel gilt nur, wenn die Drehachse das rotierende Flächenstück nicht schneidet, sondern höch¬ 
stens berührt. Es muß außerdem die Drehachse in der Ebene des rotierenden Flächenstücks liegen. 

3 Das resultierende Moment ist gleich der Summe aller Einzelmomente. 
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B B 



2 . 


Die Koordinaten des Kurvenschwerpunkts eines Kreisbogens von der Länge b sind zu 
berechnen. 


Lösung *: ß 

*o = 0 M x = ^ydb = y 0 b 

A 

b = r(p db = rd(p 

n or 
B 2 + 2 

M x = ^y db = J rsin<p* rd(p = 2r 1 2 sin-^- 

A na 


Es ist 2r 2 sin— = y 0 r-a.rca und somit 


yo = - 


- • CC 

r-2r sin— 


r • arc a 
Es gilt also 2 : y 0 : r = s: b 


—r- Sc O 


(°if) 



1 Weil in der Abbildung die Länge der Sehne mit s bezeichnet ist, nennen wir das Bogendifferential 
nicht wie sonst ds, sondern d b. 

2 Diese Bezeichnung wird zur Konstruktion von y Q verwendet. 
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Zweite Guldin-Regel B 

Das statische Moment des Kurvenstücks AB bezüglich der x-Achse ist M x = J^ds. Wir ver- 

B A 

gleichen den Ausdruck M x = ^yds mit dem Inhalt der Drehfläche, die das Kurvenstück 

A B 

AB bei der Umdrehung um die x- Achse überstreicht, also mit F x = 2n\yds, und ebenso 

B B A 

M y =^xds mit dem Inhalt der Drehfläche F y = 2n J jc ds und erkennen daraus die Bezie- 

A A 

hung: F x = 2nM x = 2ny 0 - s bzw. F y = 2nx 0 -s 

Zweite Guldin-Regel: F K = 2ny 0 - s F y = 2nx 0 - s 

Der Inhalt einer Drehfläche ist gleich dem Produkt aus der Länge 5 des erzeugenden 
Bogenstücks und dem Weg seines Schwerpunkts S c (*o I yo) bei einer Umdrehung 1 . 


BEISPIELE 


3. 


4. 


Die Strecke A (r | 0) S( 01 h) rotiere um die y- Achse. 
Wie groß ist der Inhalt des Kegelmantels? 

Lösung: 

Die Länge der erzeugenden Kurve ist AS= s , 
der Schwerpunktsabstand von der j;-Achse ist 
r 

*0 = y- 

r 

Es ist daher: A M = 2jiy s = nrs A M = nrs 

Die Oberfläche des Torus ( a , r) ist zu berechnen (0 
Lösung: 



s = 2nr x 0 = a und damit O = 2na • 2nr = 4n 2 ar 


ö To rus = 4n 2 ar 


AUFGABEN 

19.16 Die Koordinaten des Schwerpunkts des Bogens der Parabel mit y = x 2 zwischen 
x = 0 und x = 1 sind zu berechnen. 

X 

19.17 Der Schwerpunkt der Kettenlinie mit j> = 4cosh— zwischen x = —2 undx=+2 
ist zu ermitteln. 

19.18 Die Lage des Schwerpunkts eines Zykloidenganges ist zu bestimmen. 

19.19 Berechnen Sie die Koordinaten des Kurvenschwerpunkts 

a) einer Strecke AB, b) eines Parallelogramms, c) eines Dreiecks, d) eines 
beliebigen Streckenzuges, e) eines Sechstelkreisbogens, f) eines Viertelellipsenbogens. 

19.20 Die Sinuskurve zwischen x 1 = 0 und x 2 = n rotiert um die x- Achse. 

Wie groß ist die Oberfläche des Drehkörpers? 

19.21 Berechnen Sie mit Hilfe der Guldin-Regel die Mantelfläche 

a) eines Kegelstumpfes, b) einer Kugelhaube, c) einer Kugelzone. 


1 Diese Regel gilt nur, wenn die Drehachse das rotierende Kurvenstück nicht schneidet, sondern höch¬ 
stens berührt und außerdem in der Ebene des rotierenden Kurvenstücks liegt. 
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19.5 Statisches Moment und Schwerpunkt eines 
Drehkörpers und einer Drehfläche 

Der Schwerpunkt S K eines Drehkörpers befindet sich auf 
seiner Drehachse. Der Körper sei homogen, das heißt 
gleichmäßig mit Masse erfüllt, und zwar habe die Masse 
pro Raumeinheit die Maßzahl 1. 

Bei der Berechnung statischer Momente von Körpern 
treten anstelle von Bezugsachsen nun Bezugsebenen. 

Wir betrachten einen Drehkörper mit der x-Achse als 
Drehachse. Die [x y]- und die [xz]-Ebene sind für diesen 
Körper Symmetrieebenen, daher ist Af xy = M xz = 0. 

Um das statische Moment bezüglich der [yz]-Ebene ausrechnen zu können, teilen wir den 
Körper in Elementarzylinder. Für diese gilt: 

A F« dV = ny 2 dx und A M yz = dM yz = (ny 2 dx)-x 

Das Moment des gesamten Drehkörpers erhält man durch Integration. 


Statisches Moment des Drehkörpers mit der x-Achse als Drehachse und dem Rauminhalt 

b b 

V=n J y 2 dx in bezug auf die [yz]-Ebene: M yz = ^xdV=% J xy 2 dx 

x = a V x = a 

M z 

Körperschwerpunktskoordinaten: x 0 = —~ y 0 = 0 z 0 = 0 



BEISPIELE 


1 . 


Der Schwerpunkt eines Halbkugelkörpers mit dem 
Radius r ist zu bestimmen. 


Lösung: 


2 n 


dV=ny 2 dx y 2 = r 2 — x 2 K = - ~ - r 3 M yz = x 0 V 


M yz = n\xy 2 dx = %\{r 2 x — x 3 )dx 


Somit ist: x 0 = 


3 r 


^(xl°l°) 



DERIVE 

1: y :* 2 - x Ä 2) 

2: xO := ir int(x y Ä 2, x, 0, r) / (tt int(y Ä 2, x, 0, r)) 3 r/8 


Die Ermittlung des Schwerpunkts S D einer Drehfläche erfolgt analog zu den bisher aufge¬ 
zeigten Verfahren und wird anhand des folgenden Beispiels erklärt. 

2. Gesucht ist der Schwerpunkt einer Halbkugelfläche (r). 

Lösung: 

Aus Symmetriegründen liegt der Schwerpunkt S D auf der x-Achse (M xy = M xz = 0). 
Um die Abszisse x 0 von S D zu erhalten, zerlegen wir die Halbkugel in schmale Zonen 
von der Höhe dx. 
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Der Flächeninhalt einer solchen Zone beträgt dA = 2nr-dx und 
das statische Moment bezüglich der [yz]-Ebene ist: 

d M yz = x • d A = 2nrxdx 


Es gilt somit jc 0 ■ A = j d M yz , also 

A 

r 

Wir erhalten x 0 = — 

Allgemein: ds = ]/l + y' 2 dx 


x 0 ■ 2nr 2 = 2nr \ xdx = nr 3 


S D (y|°| 0 ) 


dA = 2nyds 


A = 2n\yf[ 


+ y' 2 dx 



JCi 


X2 

dM yz = 2n xyds M yz = 2tc^+ y' 2 dx 

X\ 



AUFGABEN 

19.22 Der Schwerpunkt eines Kugelabschnitts (r, h ) ist zu ermitteln. 

Führen Sie ein Beispiel mit h = raus. 

19.23 Der Schwerpunkt eines halben Hohlkugelkörpers ( R , r) ist zu ermitteln. 

19.24 Der Schwerpunkt eines Kugelsektors ist zu bestimmen. 

19.25 Der Schwerpunkt eines Kegelstumpfkörpers ( R , r, h) ist zu ermitteln. 

19.26 Die Schlinge der Kurve mit y = {x — 4) rotiert um die x-Achse. 

Wo liegt der Schwerpunkt des Drehkörpers? 

19.27 Die Schwerpunktslage eines zylindrisch durchbohrten Halbkugelkörpers ist zu 
bestimmen. 

19.28 Wo liegt der Schwerpunkt eines 
zylindrisch durchbohrten Kegel¬ 
körpers? 

19.29 Die Ellipse eil: ^- + ^-=1 

ür b 

rotiert um die x- Achse. 

Wo liegt der Schwerpunkt des 
halben Ellipsoidkörpers, wenn 
x e [0, a]2 

19.30 Der Schwerpunkt eines Kegelmantels (r, h ) ist zu bestimmen. 

19.31 Der Schwerpunkt eines Kegelstumpfmantels (r i9 r 2 , h) ist zu ermitteln. 

19.32 Der Schwerpunkt einer Kugelzone (Kugelhaube) ist zu bestimmen. 


































20. Momente zweiten Grades 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie Trägheitsmomente und Flächenmomente 
zweiten Grades durch Integration berechnen können. 


20.1 Trägheitsmoment (Massenmoment 2. Grades) 

171 

Für einen geradlinig bewegten Massenpunkt gilt 1 : = 

Die kinetische Energie eines Massenpunkts, der sich um eine feste Achse mit der Winkel¬ 
geschwindigkeit (Drehgeschwindigkeit) co dreht, ist gegeben durch: 

W roi = y m r 1 co 2 = -y Jco 2 


J = mr 2 heißt Trägheitsmoment oder Massenmoment 2. Grades. 2 

Wir betrachten nun einen starren Körper, den wir uns als System von Massenpunkten 3 vor¬ 
stellen. 

Die kinetische Energie eines um die Achse g rotierenden Körpers ist durch 

W TOt = y fi 2 6) 2 Am! + y r 2 2 co 2 Am 2 + ... + y r 2 co 2 Am n = ^ -jr- 2 co 2 A m, gegeben 4 . 

Wir verfeinern die Unterteilung, lassen also mit n -► oo auch 
Am, -► 0 gehen und erhalten: 

JFrot = \ -j r 2 C0 2 dm = y-J r 2 dm = y-/ 

w m 

J = J r 2 dw heißt Trägheitsmoment des Körpers 5 bezüglich der 

m 

Achse g. 

Die Dimension des Trägheitsmoments ist [ J ] = [m] [/] 2 ; seine Einheit im Sl-System ist daher 
kg m 2 . 


J = ) r 2 dm 

m 

ist das Trägheitsmoment eines Körpers in bezug auf eine Drehachse. 


Die Integration führt im allgemeinen zu mehrfachen Integralen, nur in besonderen Fällen zu 
einfachen Integralen 6 . Wir beschränken uns nur auf diese. 



1 W ... Energie; m ... Masse; u ... Geschwindigkeit 

2 früher: Massenträgheitsmoment 

3 in zueinander veränderlicher Lage 

4 Am,... Masse; r,... Abstand von der Drehachse g; co. .. Winkelgeschwindigkeit 

5 Die Integration über alle Massenteilchen des betrachteten Körpers ist symbolisch durch ^ dm ausge¬ 
drückt. m 

6 Also zu Integralen von der Form \/(x)dx. 
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1. Die Zerlegung des Körpers in Elementarvolumselemente 1 muß so durchgeführt 
werden, daß alle Teilchen von dFvon der Drehachse den gleichen Abstand r haben 2 . 

2. Aus der Definition des Trägheitsmomentes folgt: Das Trägheitsmoment eines Kör¬ 
pers in bezug auf eine Achse ist gleich der Summe der Trägheitsmomente aller Teile 
des Körpers bezüglich der gleichen Achse 3 . 


BEISPIEL 

1 . 



Es ist das Trägheitsmoment einer zylindrischen Scheibe 
mit dem Radius r und der Höhe h in bezug auf die 
Zylinderachse zu berechnen. 

Lösung: 

Die Zylinderachse falle in die ^-Achse. Wir zerlegen 
die Scheibe in koaxiale Elementarhohlzylinder, deren 
Trägheitsmoment d J ist. Jedes Teilchen des Elementar¬ 
hohlzylinders hat von der Drehachse, also von der y- Achse, den Abstand x. 

Es gilt: dJ=x 2 dm = x 2 (pdV) 

Der Rauminhalt eines Elementarhohlzylinders von der Grundfläche 4 dA = 2nx-dx 
und der Höhe h beträgt dV = h dA = 2nhxdx. 

Es ist also px 2 2nxdx-h = 2nphx 3 dx 


und somit J v 


^ dJ = 2nph J 


2nph\x 2 dx = r 4 h = -j(nr 2 hp)r 2 


r 1 2 
J y = — mr z 


Die Zerlegung des Körpers in zur Grundfläche parallele Elementarzylinder führt 
zu nichts, weil ja die Teilchen eines solchen Elementarzylinders verschiedene Ab¬ 
stände r, von der Drehachse haben 5 ! 


Trägheitsmoment eines Drehkörpers 


Es ist f(x) eine in [ a , b ] stetige Funktion. 

Die Fläche unter der Kurve mit y = f(x) rotiert um die x- Achse. 

Zur Ermittlung des Massenträgheitsmoments bezüglich der x-Achse teilen wir den Dreh¬ 
körper in Elementarzylinder. 

Es ist A m « dm = pny 2 dx. In Beispiel 1 wurde das Träg¬ 
heitsmoment einer zylindrischen Scheibe mit dem Radius r 

und der Höhe h in bezug auf die Zylinderachse mit J y = \mr 2 


ermittelt. Wir erhalten für 
AJ X « dJ x = -^-y 2 • dm, weil mit h -* 
gilt und r auf y umzubenennen ist. 


den Elementarzylinder 
► 0 für die Masse m -► dm 


y=f(xl^ 1 


dx 


3 ^ 


fr 


1 Es gilt dm = p-dV, wobei p die Dichte des Körpers ist. 

2 In den folgenden Beispielen werden die häufig vorkommenden Zerlegungen gezeigt. 

3 Es ist somit z. B. das Trägheitsmoment einer Hohlkugel gleich dem Trägheitsmoment der äußeren 
Kugel, vermindert um das Trägheitsmoment der inneren Kugel. Das TM eines Schwungrades ist gleich 
der Summe der TM des Kranzes, der Stege und der Nabe. 

4 Kreisring mit mittlerem Radius x und der Dicke dx. 

5 Nochmals: Es sind nur Zerlegungen verwendbar, bei denen alle Teilchen von dV den gleichen 
Abstand r von der Drehachse haben. 
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Es ist somit: J x = \ d J x = -^pjy 4 d x 
Dreht sich dieselbe Kurve um die y- Achse, so erhalten wir durch Vertauschen von x und y: 

J y = 5 * 4 dy = \ * 4 /' (x) dx 


Trägheitsmoment eines Drehkörpers bezüglich der 


x-Achse 

= - j~\y 4dx 


y- Achse 


J y = ^f-\x 4 f'(x)dx 


als Drehachse. 


BEISPIEL 

2. Das Trägheitsmoment eines Drehkegelkörpers (r, h ) 
bezüglich seiner Achse ist zu berechnen. 

Lösung: 

h 

J x = ^f-\y 4 dx y = -j-x 
z j h 

h 

t np r * f a j npr 4 h nr 2 h 3 
«Jx = dx TT ^ = - ~r e 


2 h „ 

MATHEMATICA 


10 


10 



y » r/h x; ix = Pi rho/2 Integrate[y~4, {x, 0, h}] 


J >=W mr2 


h Pi r 4 rho 


10 


Satz von Steiner 


J g — J s + ma 2 

Das Trägheitsmoment J g eines Körpers bezüglich einer Achse g ist gleich dem Trägheits¬ 
moment J s bezüglich der zu g parallelen Schwerachse, vermehrt um das Produkt aus 
seiner Masse m und dem Quadrat des Abstandes a beider Achsen. 

Beweis: 

Wir legen ein Koordinatensystem so, daß die Achse g und damit die zu ihr parallele Achse s 
auf die [xy]-Ebene unseres Koordinatensystems senkrecht stehen und daß der Ursprung mit 
dem Schwerpunkt S zusammenfällt. 

Für jeden beliebigen, in der Zeichenebene liegenden Massenpunkt P ( mit der Masse A m gilt 
dann: 

AJ g = r-^Am = [(a + x) 2 + y 2 ]Am 
= [a 2 + 2 ax + ( x 2 + y 2 )\Am 
und wegen x 2 + y 2 = r 2 
AJ g = a 2 - Am + 2ax- Am + r 2 • Am 

Somit ist: J g = a 2 J dm + 2 a ^ x dm 4- J r 2 dm 


Ami 
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Nun ist J dm = m und y 2 dm = J s 

m m 

Wegen der Wahl des Koordinatensystems ist die Schwerpunktsabszisse x 0 = 0 und daher 
jj x dm = mx 0 = 0 Damit ist schließlich J g =a 2 m + J s w.z.b.w. 


BEISPIEL 


3. Wie groß ist das Massenträgheitsmoment eines 
dünnen Stabes in bezug auf die Achse s bzw. auf 
die Achse a ? 

Lösung: 

1/2 

L 


2 j x 2 dm dm = —Adx 

mit A ... Querschnitt des Stabes; daher ist 

1/2 

Js = lr A \ x * dx ,lr A r = (r Al ) 

g l g 24 \ g ) 

, , / l\ 2 ml 2 l 2 ml 2 
J a = J s + m[jj = —+m T = — 


ml 2 

12 


Js = 


ml 2 

~l2~ 


Ja = 


ml 2 

3 


DERIVE 


1: js := 2 ga/g a int(x~2, x, 0, 1/2) 

3: ja := js + a 1 ga/g l~2/4 

a ga r3/(12 g) 
a ga l~3/(3 g) 

MATHEMATICA 

Js = 2 rho A Integrate[x~2, {x, 0, 1/2}] 

Ja - Js + rho A 1 1*2 / 4 

A 1~3 rho / 12 

A 1~3 rho / 3 


AUFGABEN 

20.01 Es ist das Trägheitsmoment eines Drehkegelstumpfkörpers (r ls r 2 , h, p ) in bezug auf 
die Drehachse zu ermitteln. 

20.02 Es ist das Trägheitsmoment eines Kugelabschnitts mit r = 10cm; h= 4 cm und der 
Dichte p in bezug auf die Symmetrieachse und in bezug auf die Grundfläche zu be¬ 
rechnen. 

20.03 Bestimmen Sie das Trägheitsmoment einer prismatischen Platte (fl, b , c, p) in bezug 
auf die Symmetrieachsen. 

20.04 Ermitteln Sie das Trägheitsmoment eines Rohres (r 1} r 2 , /, p) in bezug auf die Symme¬ 
trieachse. 

x 2 v 2 

20.05 Wie groß ist das Trägheitsmoment eines durch Drehung der Ellipse —j -I- = 1 um 

die x-Achse {y- Achse) entstandenen Ellipsoidkörpers mit der Dichte p? 

x 2 y 2 

20.06 Die Hyperbel — — = 1 rotiert um die x-Achse. 

Wie groß ist das Trägheitsmoment des Hyperboloidkörpers zwischen x = a und 
x = e in bezug auf die Drehachse, wenn seine Dichte p ist? 













20. Momente zweiten Grades 


233 


20.2 Flächenmomente 2. Grades 

In der Festigkeitslehre spielt der Begriff Flächenmoment 2. Grades eine große Rolle. 
So lautet z. B. 

die Grundgleichung der geraden Biegung * 1 cr b = mit W = -j, 
die Grundgleichung der Drehung 2 

und die Knickformel von Euler 3 
Analog zu den Trägheitsmomenten definiert man: 

Flächenmomente 2. Grades: 7 X = J y 2 dA 7 y = J x 2 dA 7 P = J r 2 dA 

A A A 


f k = 


vv er 

— mit W p = -y 
n 2 EI 


r y 

\ zeigt symbolisch an, daß sich das Integral über die ganze Fläche A 

A 

erstreckt. Das polare Flächenmoment der Flächet, bezogen auf den 

Pol O, ist: /„ = \ r 2 ■ dA = J(x 2 + y 2 )dA = h + I, 

a a “ö 


Steiner-Verschiebungssatz: I g = I s 4- Aa 2 

Das Flächenmoment I g einer Fläche bezüglich irgendeiner Achse g ist gleich dem 
Flächenmoment I s bezüglich der zu g parallelen Schwerachse, vermehrt um das Produkt 
aus dem Flächeninhalt A und dem Quadrat des Abstandes a beider Achsen. 



Bei der Berechnung von 7 kommt es darauf an, die Elementarfläche d A zweckmäßig zu 
wählen. 

BEISPIELE 

1. Die Flächenmomente 2. Grades eines Rechtecks ( b , h ) bezüglich seiner Seiten sind zu 
ermitteln. 

Lösung: h 

7 X = ^y 2 dA = b^y 2 dy = ~r~ 7 y = J x 2 dA = h^x 2 dx = 

^p(Ursprung) = h + Iy = + b 2 ) = jAd 2 


1 cr b ... Biegespannung; M b ... Biegemoment; ^...Widerstandsmoment; /...Flächenmoment 
2. Grades; e ... Abstand der äußersten Querschnittsfaser von der Nullinie 

2 r t ... Torsionsspannung; T. .. Torsionsmoment; W p ... polares Widerstandsmoment; 7 P ... polares 
Flächenmoment 

3 F k ... Knickkraft; E ... Elastizitätsmodul; 7... erforderliches kleinstes axiales Flächenmoment 
2. Grades; s ... freie Knicklänge 
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Bezüglich der Schwerachsen s x und s y gilt nach dem Satz von Steiner: 
4 = 4 + ^yj bh somit ist 4 = -yy 
r , (b\ 2 L1 . . , hb 3 s x 

i y = 4 + ly) bh somit lst 4 = yy 

4 (Schwerpunkt) = 4 “h 4 = -[ 2 ^ + ^ ) = ^ ^ 0 

fr /? 3 fr /? 3 

4- 3 4 - 12 


Sy 


-— 

i 

i 

IS 1 


U 

1 

; -- 

n 

| dy 1 


y 

1 

b 



2. Die Flächenmomente 2. Grades eines Dreiecks (g, /?) in bezug auf die x-Achse und 
x r Achse sind zu bestimmen. 

Lösung: 

Wir zerlegen das Dreieck in zur Grundseite parallele Elementarstreifen von der 

g (fr — y ) 

Länge / und der Breite d y. Es ist g: h = /: (/? — y) und daher / =- , . Es ist 

daher d^4 = läy = y(/? — dy und somit: 7 X = ^y 2 dA = y^ 2 (/? — y) dy = yy 


Aus 7 X = 7 Jx + ^ folgt 7 ix = 


4 = 


gfr 3 

12 


4 = 


36 

gfr 3 

36 


durch die Dreiecksspitze erhalten wir 

4 = 4 + (^-) 2 


\ 2 gh 3 

^ bzw. 7 X1 = 



3. 


Gegeben sei ein Kreis mit dem Durchmesser d. Es sind 7 X , 7 y , 7 P und 7 t (Flächen¬ 
moment 2. Grades bezüglich der Tangente t ) zu ermitteln. 



DERIVE 


1: 

ip 

:= 2 n int(rho''3, rho, 0, d/2) 

71 

d~4/32 

3: 

ix 

:= ip/2 

7t 

d~4/64 

5: 

il 

:= ix + 7t (d~2/4)~2 

5 

7t d~4/64 
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MATHEMATICA 

Ip = 2 Pi Integrate[rhcT3, {rho, 0, d/2}] cT4 Pi / 32 

Ix = Ip/2 d~4 Pi / 64 

II - Ix + (d/2)~2 d~2 Pi/4 5 d~4 Pi / 64 


Es ist / eine in [ a , b] stetige Funktion. Zur Ermittlung der Flä¬ 
chenmomente 2. Grades des stark umrandeten Flächenstücks 
in bezug auf die Koordinatenachsen teilen wir dieses in zur 
y -Achse parallele Elementarstreifen. 

Es ist d/ y = x 2 d A = x 2 y dx und wegen der Rechteckform der 
Streifen 1 ist: d/ x = —y 3 dx 

Durch Integration erhält man das Flächenmoment 2. Grades des 
Flächenstücks. 




BEISPIEL 

4. Die Flächenmomente 2. Grades 7 X , 7 y , 7 Sx , I Sy des von der Parabel mit y 2 = 4x, der 
x-Achse und der Geraden mit x = 4 begrenzten Flächenstücks sind zu berechnen. 


Lösung: 




512 

15 


h 

A 


( , . j {, 4 \ I 4 512 

Jx 2 ^dx = 2jx dx = —x | q = —j— 

o o 

2 32 .. f . A }, 128 

— • 16 = — M y = J xy dx = 2 J x dx = —— 

d j o o 3 

4 4 


A7 X = ~y\y 2 dx = 2^xdx = 16 x° = L 
z o o 

yo = ^ = = 1,50 S(2,4011,50) 


128-3 

5-32 




h=Is* + yo 2 A somit ist 4 = “jj“ 

A = 10,67 5(2,4011,50) 7 X = 34,13 


I y = L y + *o 2 A somit ist 
7 y = 73,14 I Sx = 10,13 


2048 
Is >~ 175 

4 = 11,70 


wird 



3 • Ax, 


wenn 


b = Ax und 


h = y gesetzt wird. 


1 AUS 7 Rech teck = 
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DERIVE 


1: 

y : 

= 2 f(x) 




2: 

fl 

:= int(y, x, 0, 

4) 

32/3 

10.6667 

4: 

ix 

: == 1/3 int (y~3. 

x, 0, 4) 

512/15 

34.1333 

6: 

iy 

:= int(x*2 y, x. 

0, 4) 

512/7 

73.1428 

8: 

xO 

:= int(x y, x, 0, 4)/fl 

12/5 

2.4 

10: 

yo 

:« 1/2 int(y"2. 

x, 0, 4)/fl 

3/2 

1.5 


AUFGABEN 


20.07 Berechnen Sie die Flächenmomente 2. Grades eines rechtwinkligen Dreiecks mit 
a = 4 cm, b = 3 cm in bezug auf die Seiten a, b und c. 

Wie groß ist I, bezogen auf eine zu c parallele Gerade durch C? 

20.08 Wie groß ist das Flächenmoment 2. Grades eines Rechtecks ( a , b ), bezogen auf die 
Diagonale? 

20.09 Wie groß ist das auf eine Diagonale bezogene Flächenmoment 2. Grades eines regel¬ 
mäßigen Sechsecks (Achtecks)? 

20.10 Das Flächenmoment 2. Grades einer Halbkreisfläche (r) in bezug auf den begren¬ 
zenden Durchmesser ist zu berechnen. 


20.11 Das polare Flächenmoment 2. Grades der Astroidenfläche mit x 2/3 + y 2/3 = 8 2/3 in 
bezug auf den Mittelpunkt ist zu berechnen. 

20.12 Das Flächenmoment 2. Grades bezüglich der x- Achse des von den Kurven mit 

x 

y = 2coshy x = 4 y = 0 x = —2 begrenzten Flächenstücks ist zu ermitteln. 

ft 

20.13 Wie groß ist 7 X einer durch y = ±-y—(3 — x) gegebenen Schleife? 

20.14 Wie groß ist das Flächenmoment 2. Grades der folgenden Querschnitte in bezug auf 
die angedeutete Achse? 





1 h 



b 







B 


h 

1 



b 





B 


1 

zn 

1 h 


b 

,2 


b 

,2, 






B 


h 

1 


b 
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b 

,2, 
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\ h 
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21. Weitere Anwendungen der Integralrechnung 

Wir haben bisher die Integralrechnung zur Lösung vorwiegend geometrischer Probleme 
benutzt und wollen nun an ausgewählten Beispielen die reiche Anwendungsmöglichkeit in 
Physik und Technik aufzeigen. Nochmals sei der mathematische Kern unseres Vorgehens 
erwähnt: 

Aus einer Summe (Reihe) als Versuch für die Auffindung einer Zielgröße wird ein Summand 
(Glied) herausgegriffen. Für diesen Summanden wird eine explizite Funktion aufgestellt, wo 
vorgegebene Funktionen und gegebene Konstanten mit ihm verknüpft sind. 

Zum Beispiel wird, um das Flächenmoment 7 X eines unter der Kurve mit y = f(x ) liegenden 
Flächenstückes zu ermitteln, dieses in Streifen parallel zur j>-Achse zerlegt. Das Flächen¬ 
moment eines solchen fast rechteckigen Streifens in bezug auf die x-Achse ist 

AI % ~dI x -jy 3 dx. 

Nunmehr wird die Summierung aller Teilgrößen mit anschließendem Grenzübergang, also 

b 

die Integration 7 X = yjj> 3 dx vorgenommen. 

Arbeitsintegral 

Die Arbeitseinheit, das Joule, ist folgendermaßen definiert: 


Das Joule ist jene Arbeit, die beim Wirken der Krafteinheit von 1 Newton längs der 
Wegeinheit von 1 Meter verrichtet wird. 


Wenn die (konstante) Kraft F und der Weg 5 verschiedene Richtungen haben, so verrichtet 
nur ein Teil von F Arbeit, nämlich F s = F- cos q >. 

Es ist daher: W = Fs cos (p 

Wenn es sich um eine variable Kraft oder um eine krummlinige 
Bewegung handelt, müssen wir A PF« d W — F cos (p ds integrieren, 

n Sl 

also lim ^ Fcos(piAsi = \ Fcos(pds bilden. 


Die Arbeit durch Überwindung einer längs des Weges veränderlichen Kraft beträgt: 

Sl 

W= J F(s)cos(pds 

Sl 



F s =F«coscp s 


Aus dieser Formel ist zu ersehen, daß eine normal zur Bewegungsrichtung angreifende Kraft 
keine mechanische Arbeit verrichtet. 

Wenn die Richtung der Kraft mit der Richtung der Bewegung zusammenfällt, so ist 
cos (p = 1 (wegen cp = 0) und wir erhalten die in Physik und Technik wichtige Formel: 

$2 

HK=$F(s)ds F 



Die von einer konstanten Kraft F verrichtete Arbeit ist im W=F*s 

s, F- Diagramm als Inhalt des schraffierten Rechtecks ab¬ 
gebildet 1 . ‘Öl s 


Die Maßzahl des Rechteckinhalts ist gleich der Maßzahl der verrichteten Arbeit. 
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Die von einer variablen Kraft F = F(s ) verrichtete Arbeit 
wird im s, F- Schaubild als Inhalt der Fläche unter der 
Kurve mit F = F(s) dargestellt. 


BEISPIELE 



1. Wie groß ist die zum Spannen einer Feder um das Stück s erforderliche Arbeit? 

In der Ruhelage ist x = 0. 

Die zum Spannen notwendige Kraft ist F = kx , 
wobei k die vom Material abhängige Federkonstante 
und jc die jeweilige Entfernung von der Ruhelage ist. 

Innerhalb des Weges dx kann man F als konstant an- 
sehen. 

Wegen cos(p = 1 ist d W— F dx 
Die Gesamtarbeit erhalten wir durch Integration: 

W~\FAx~k\xäx-^—^- W=^ 

0 0 ll _ l 

Die zum Spannen notwendige Arbeit ist gleich dem halben Produkt aus dem 
Dehnungsweg 5 und der Endkraft F E . 

Diese Arbeit steckt in der gespannten Feder als potentielle Energie. 



2. Wie groß ist die Arbeit eines Gases bei isothermer Ausdehnung? 

Bei konstantem Druck ist 
W- F(x 2 - x 0 = pA (s 2 - sj = p(V 2 - V,\ 
wobei V-i das Anfangsvolumen und V 2 das Endvolumen 
ist. Durch die Verschiebung des Kolbens ändert sich 
ständig der Gasdruck. 

Ist die Verschiebung hinreichend klein, so darf der 
Druck als konstant angenommen werden und es gilt: 
dW= pdV 

Wir haben isotherme Ausdehnung vorausgesetzt. Für ein ideales Gas gilt dann das 
k 

Boyle-Mariotte-Gesetz 1 : p = — 

k 2 

d V f d V I v 2 Vj 

Wirerhalten dW = k—— und somit: W= k\—rr = k ln K = kln-^r 
V J V U, K, 

k ln-p- 

Die Arbeit hängt nur vom Verhältnis der Rauminhalte ab. 

Bei nicht idealen Gasen gilt die Van-der-Waals-Zustandsgleichung 2 : 

+ -prj {V- b) = k und somit ist: p = y k _ - -pj- 



1 Robert Boyle (1627—1691), englischer Physiker; Edme Mariotte (1620—1684), französischer Physiker. 

2 Johannes D. van der Waals (1837—1923), niederländischer Physiker. 
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Wir erhalten daher 


W = 


p dV = k 


dV 
V-b 


dV , 

yr> also: 

V 2 -b 

W = k\n—f —— + t*, 

m b \ V 2 


Ai 



Ermittlung der elastischen Linie 


Durch die Kraft F am freien Ende des Balkens wird dieser durchgebogen. 

Die Differentialgleichung der elastischen Linie lautet y" = 

h 1 

F 

Das Biegemoment im Abstand x ist M = — F{1 — x). Wir erhalten somit y” =-=rr(/ — x ) 

h 1 

| + Q. 

Ix 2 x 3 \ 

— -—j + Qx+Q 

Die Randbedingungen sind: 


und durch Integration y'=-— 


Nochmaliges Integrieren ergibt: y 


(«*-*; 

-~h( 


a) An der Stelle x = 0 ist oc = 0 °. 

Es ist also j/'(0) = 0. 

b) An der Stelle x = 0 ist auch y = 0 . 


Aus a) folgt Ci = 0 und aus 
b) folgt C 2 = 0. 


Es ist also: 




Magnetisches Feld eines geraden, stromdurchflossenen Leiters 


Ein unendlich langer gerader Draht wird von einem 
Gleichstrom der Stärke I durchflossen. 

Jedes Leiterelement dl liefert zur Feldstärke H im 
Punkt P nach dem Biot-Savart-Gesetz 1 den Beitrag 
TT 1 /sin<pd/ 

d ii m • 

4 7t r 2 

Wegen sin (p = -y = cos ß und l=atanß bzw. 

dl = ü df n un ^ r 2 = —ist dH =-r^—cos ß dß. 

COS 2 ß COS 2 ß 47lfl 

Um H zu ermitteln, muß man die Beiträge aller Leiterelemente summieren 2 . 



H = 


Ana 


cosßd/? = 2 


Ana 


H = 


2na 


1 Jean Baptiste Biot (1774—1862) und Felix Savart (1791 — 1841), französische Physiker. 

2 Alle dH haben gleiche Richtung. 
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Ausschalten eines Gleichstroms 


In einem Stromkreis mit dem ohmschen Widerstand R und 
dem induktiven Widerstand L fließt ein Strom mit der Stärke 7 0 . 
Beim Ausschalten wird an den Enden der Spule eine Spannung 

U = — L-jy induziert. Die Spule wirkt nun wie eine Stromquelle. 

Nach dem Ohmschen Gesetz ist U=IR, es gilt also: 

r d7 u dl R , 

IR = — L— bzw. — = ——dt 
dt I L 

R —j-t + c 

Wir integrieren und erhalten: ln I = — — f + C bzw. / = e 

Zur Zeit / = 0 herrscht die Stromstärke I = 7 0 , es ist daher 7 0 = e c . 

R 

- ft 

Wir erhalten somit: I = 7 0 e 



Arbeit des Wechselstroms in einem Stromkreis ohne Induktivität und 
ohne Kapazität 


Es ist u = U 0 sincot und i = I 0 sincot. 

Die momentane Leistung ist P = u i = t/ 0 7 0 sin 2 co t . 

In der Zeit dt wird die Arbeit dW = uidt = U 0 I 0 sin 2 cot dt verrichtet. 
2 % 

Während der Periode T =- daher die Arbeit: 

co 


S f U I T 

U 0 I 0 sin 2 cotdt = U 0 I 0 )sin 2 coldt - f— 

0 0 _ 

Dieselbe Arbeit würde ein Gleichstrom mit den Effektivwerten 
in der Zeit T verrichten. 


£4 f f = 


Uo_ 

j/2 


und 



^ Für die Messung von Wechselströmen werden meist Geräte verwendet, deren Ausschlag von 
der Stromrichtung unabhängig ist, für die 7 2 ausschlaggebend ist. 1 

Man nennt daher 7 eff den quadratischen Mittelwert oder Effektivwert des Stroms. Der Faktor 
y? gilt nur für die Sinusform und ändert sich für jede andere Wellenform. 


Arbeit des Wechselstroms in einem Stromkreis mit Induktivität und 
Kapazität 

Durch einen induktiven Widerstand hinkt der Strom hinter der Spannung nach 2 , während es 
durch einen kapazitiven Widerstand zum Voreilen des Stromes gegenüber der Spannung 
kommt. 

Durch Induktivität und Kapazität werden also Strom und Spannung zueinander phasen¬ 
verschoben. 


Wegen P = U I= I 2 R 
Trägheit des Magnetfelds 
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Essei u=U 0 sm(ot und i = / 0 sin (tu/ + (p). 

Wirerhalten P = U 0 I 0 sincot sin(cot + (p) und damit: 

dW = Pdt = U 0 I 0 sincotsin(cot + (p) dt 

Die während einer Periode T verrichtete Arbeit ist 

T T 

W= U 0 I 0 ^smcotsin(cot + (p)dt = -^^-^[coscp — cos (2 cot + (p)\dt 
0 0 

i V 

t cos (p — —— sin (2 cot + (p) 

2(0 ^ Jo 

1 1 

Tcos(p — ——sin (2 coT + (p) + -z —sin® 

Y 2co 2(0 

Es ist (0 = ~Y unc * d am it 2(oT=4n. Es ist sin(<p + 4n) = sirup. 

Wir erhalten somit: 

cos (p heißt Leistungsfaktor. 


Uoh 


2 

U 0 I 0 


W = 


UqIq 

2 


T cos (p 


^ Beachten Sie, daß ein um ± 90° gegen die Spannung verschobener Strom {(p = ± 90 ° tritt bei 
rein kapazitivem oder rein induktivem Widerstand auf) nichts leistet und daher als Blind¬ 
strom, Leerstrom oder wattloser Strom bezeichnet wird. 


DERIVE 


1: 

u := uO sin(w t) 


2: 

i : = iO sin(w t + O) 


3: 

arbeit := int(u i, t, 0, 2 n/vi) 

n iO uO cos(<D)/w 


Beachten Sie: tc/co = T/2 => W— ^ ^- Tcos((p) 















STATISTISCHE METHODEN 
DES QUALITÄTSMANAGEMENTS 

22. Wahrscheinlichkeitsrechnung 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Zufallsexperiment, zufälliges Ereignis und Zufallsvariable anhand von Beispielen 
erklären; 

■ den Zusammenhang zwischen der relativen Häufigkeit und der Wahrscheinlichkeit erklären; 

■ den Begriff Statistische Wahrscheinlichkeit erklären; 

■ Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe des klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs berechnen; 

■ bedingte Wahrscheinlichkeiten berechnen. 


^ Wiederholen Sie zunächst die Abschnitte 14.1 bis 14.3 des 2. Bandes. Das Verstehen der 
dort angeführten Begriffe ist eine Voraussetzung für das erfolgreiche Durcharbeiten der 
folgenden Abschnitte. 


22.1 Statistische Wahrscheinlichkeit 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

Das Werfen einer Münze ist ein Zufallsexperiment. 

Das Eintreten der Ereignisse x = Zahl und x = Bild hängt vom Zufall ab. 

Wir bezeichnen daher x als Zufallsvariable. 

Wenn eine Zufallsvariable in einem Intervall nur abzählbar viele Werte annehmen kann, so 
bezeichnet man sie als diskrete Zufallsvariable. 

Zum Beispiel: Anzahl der defekten Stücke einer Stichprobe, Anzahl der Todesfälle. 

Wenn eine Zufallsvariable in einem Intervall alle Werte annehmen kann, so bezeichnet man 
sie als stetige Zufallsvariable. 

Zum Beispiel: Länge eines Bolzens, Temperatur eines Körpers. 

Wir werfen eine Münze 500mal und stellen fest, wie oft das Ereignis Bild nach 1, 2, 3, 4, 
5, ..., 500 Versuchen auftritt. 

Wir tragen unsere Ergebnisse in eine Tabelle ein. 

In der 1. Zeile stehen die Werte des jeweiligen Stichprobenumfangs n. 

Die absoluten Häufigkeiten n (Bild) in der 2. Zeile geben an, wie oft beim momentanen 
Umfang n das Ereignis Bild auftritt. 

In der 3. Zeile stehen die relativen Häufigkeiten h (Bild) = n ^ as Auftreten des 

Ereignisses Bild. n 


n 

1 

2 

3 

4 

5 

10 

20 

30 

40 

50 

100 

200 

300 

400 

500 

n (Bild) 

0 

1 

1 

1 

1 

6 

12 

22 

28 

34 

61 

116 

163 

215 

269 

h (Bild) 

0 

0,5 

0,33 

0,25 

0,2 

0,6 

0,6 

0,73 

0,7 

0,68 

0,61 

0,58 

0,543 

0,5375 

0,538 
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Wir stellen die relative Häufigkeitsverteilung grafisch dar, und zwar h (Bild) als Funktion 
des Stichprobenumfangs n. 



Wir sehen, daß die Werte der relativen Häufigkeit h (Bild) mit wachsendem n (in unserem 
Fall mit wachsender Anzahl der Versuche) immer mehr in der Nähe des festen Werts 0,5 
liegen. Diesen Wert 0,5 bezeichnet man als die Statistische Wahrscheinlichkeit P(Bild) für 
das Eintreffen des Ereignisses „Bild“. 1 Es liegt daher folgende, von Mises stammende Defi¬ 
nition der statistischen Wahrscheinlichkeit nahe: 


Wenn wir sehr viele (theoretisch unendlich viele) Versuche durchführen, dann liegt die 
relative Häufigkeit h(x) immer mehr in der Nähe eines festen Wertes, den man als 
Statistische Wahrscheinlichkeit F(x) bezeichnet. 


Wie alle statistischen Aussagen ist auch der Wert der Statistischen 
Wahrscheinlichkeit P(x) mit einer Unsicherheit behaftet, die prinzi¬ 
piell unvermeidlich ist. 

Richard Edler von Mises (1883 — 1953), 

österreichischer Mathematiker, studierte an der Technischen Hochschule in 
Wien, lehrte in Straßburg, Dresden, Berlin, Istanbul und Cambridge. 

Mises war richtunggebend in vielen Gebieten der angewandten Mathematik, 
vor allem in der Mechanik. 

Mises konstruierte während des Ersten Weltkriegs ein 600-PS-Großflugzeug. 

BEISPIELE 

1. E\ bedeutet „fehlerhaftes Werkstück“. 

P(E^) = 0,02 bedeutet dann: Unter n = 1000 Werkstücken sind etwa 20 fehlerhafte zu 
erwarten, unter n = 5000 Werkstücken etwa 100 fehlerhafte usw. 

2. Ei bedeutet „Entscheidung für das Produkt X“. 

P(E^) = 0,15 bedeutet dann: Von «=2000 Personen werden sich etwa 300 für das 
Produkt X (eine Zahnpasta, eine politische Partei,...) entscheiden. 



Die Aussage „Das Ereignis E tritt mit der Wahrscheinlichkeit ein“ bedeutet, daß 

der Prozentanteil der Fälle, in denen das Ereignis E eintritt, umso näher an p liegt, je 
größer die Anzahl der Versuche ist. 


1 P ... probability (Wahrscheinlichkeit) 
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22.2 Klassischer Wahrscheinlichkeitsbegriff 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

Das Werfen einer Münze ist ein Zufallsexperiment. 

Das Eintreten der Ereignisse Zahl oder Bild hängt vom Zufall ab. 

Keines der Ereignisse ist vor dem anderen ausgezeichnet; beide Ereignisse sind gleich mög¬ 
lich, wir sagen auch gleich wahrscheinlich. 

1 

Man sagt: Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Wurf Zahl zu werfen, ist -. 

Die klassische, von Laplace 1 stammende Definition der Wahrscheinlichkeit lautet: 

Die Wahrscheinlichkeit P(E), daß ein Ereignis E bei einem Zufallsexperiment eintritt, 
ist 

P(E) = 

m 

g ... Anzahl der Fälle, bei denen E eintritt. 
m ... Anzahl aller gleichmöglichen Fälle des Experiments. 


Wir merken uns: 


P(F\= günstige Fälle 
' ' mögliche Fälle 


Wenn P(E ) = 1 ist, so bezeichnet man E als sicheres Ereignis. 

Wenn P(E) = 0 ist, so bezeichnet man E als unmögliches Ereignis. 

Wenn E genau dann eintritt, wenn E nicht eintritt, so heißt E das zu E entgegengesetzte 
Ereignis. E ist das komplementäre Ereignis zu E. 

Zum Beispiel: £ = „Werkstück ist fehlerhaft“ 

E = „Werkstück ist fehlerfrei“ 

Es gilt: P(E) = w ~ g = l- -£-=l - P(E) 
m m 

P(E) = 1 - P(E) 


BEISPIELE 

1. Von 100 Schrauben haben 13 keinen Schlitz. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß eine zufällig entnommene Schraube 
a) einen Schlitz, b) keinen Schlitz hat? 

Lösung: 

a) Ereignis E: „Die Schraube hat einen Schlitz“ 

Eine von n = 100 Schrauben kann entnommen werden. 

In g = 87 Fällen hat die Schraube einen Schlitz, das heißt, es tritt E ein. 
s 87 

Folglich gilt: P(E) = ^ P(E) = 0,87 

b) Ereignis E: „Die Schraube hat keinen Schlitz“ 

Es gilt: P(E) = 1 - P(E) = 1 - 0,87 P(E) = 0,13 


1 siehe Seite 162 
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2 . 


Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem idealen Würfel bei einem Wurf „3“ zu 
werfen? 


Lösung: 


Das Ereignis E besteht im Eintreffen von „3“. 
Gleichmögliche Fälle: 1, 2, 3, 4, 5, 6 m= 6 
Günstiger Fall: 3 g = 1 


P(E ) = 

m 


6 




AUFGABEN 

22.01 In einer Urne befinden sich 4 rote und 3 weiße Kugeln. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, bei einmaligem Ziehen eine rote Kugel zu 
erhalten? 

22.02 Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, bei einem Wurf mit 2 Würfeln die Augenzahl 8 zu 
erhalten? 

22.03 Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß bei einem Wurf mit 3 Würfeln nicht die 
Augenzahl 10 geworfen wird? 


22.3 Additionssätze 

Additionssatz für einander ausschließende Ereignisse 


Die Wahrscheinlichkeit, daß eines von zwei einander ausschließenden Ereignissen ein- 
tritt, beträgt 

P(E\ oder E 2 ) = P(E X ) + P(E 2 ) 


BEISPIEL 

1. Von 50 Bolzen sind 3 zu lang und 4 zu kurz. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein zufällig entnommener Bolzen entweder 
zu kurz oder zu lang ist? 

Lösung: 

Die Ereignisse E^ = „Der Bolzen ist zu kurz“ und £2 = „Der Bolzen ist zu lang“ können 
nicht gleichzeitig eintreten, sie schließen einander aus. 

Es gilt: £(£, oder E 2 ) = £(£,) + P(E 2 ) = ^ ^ HMi oder £,) = 0,14 


Additionssatz für einander nicht ausschließende Ereignisse 


Wenn E t und E 2 einander nicht ausschließen, so gilt: 

Die Wahrscheinlichkeit, daß mindestens eines von zwei Ereignissen E x und E 2 eintritt, 
beträgt: 

P(Ei oder E 2 ) = P(E 0 + P(E 2 ) - P(E, und E 2 ) 


Bei P(E a ) + P(E 2 ) werden die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen, für die E 1 und E 2 gilt, 
doppelt gezählt. Es muß daher P(E 1 und E 2 ) von P(E X ) + P(E 2 ) subtrahiert werden! 
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BEISPIELE 

2. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Würfel eine ungerade Zahl oder eine 
Zahl größer als 4 zu werfen? 

Lösung: 

= „Werfen einer ungeraden Zahl“, E 2 = „Werfen einer Zahl größer als 4“ 



Ei E 2 

P(Ed = j P(E 2 ) = y 


/>(£,) + P(E 2 ) = | 

P(Ex oder E 2 ) = P(Ex) + P(E 2 ) - P(E X 



2 

P(Ex oder E 2 ) = — 


3. Aus einem Spiel mit 20 Karten wird eine Karte gezogen. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, eine Herz-Karte oder ein As zu ziehen? 

Lösung: 

Ex = „Karte ist eine Herz-Karte“ und 
E 2 = „Karte ist ein As“ 
schließen einander nicht aus. 

Wenn man das Herz-As zieht, treten beide Ereignisse gleichzeitig ein. 

Es gilt daher: P(Ex oder E 2 ) = P(Ex) + P(E 2 ) — P{Ex und E 2 ) 

P(Ei) = j P(E 2 ) = j P(E, und E 2 ) = ^ 

P(E, oder £ 2 ) = -i + y- -^- = -|j- = 0,40 P(Herz oder As) = 0,40 


AUFGABEN 

22.04 Aus der Menge der ersten 50 Zahlen wird willkürlich eine Zahl gewählt. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß diese Zahl durch 3 oder durch 4 teilbar ist? 

22.05 Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Würfel eine gerade Zahl oder „2“ zu 
werfen? 


22.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

Wir betrachten ein Los von 10 Kopfschrauben, von denen 3 keinen Schlitz haben. 

Wir entnehmen dem Los hintereinander 2 Schrauben, und zwar ohne Zurücklegen der ersten 
Schraube. Die dabei auftretenden Wahrscheinlichkeiten sind zu berechnen. 

^ Der Ausgang des zweiten Zufallsexperiments hängt vom Ausgang des ersten Zufalls¬ 
experiments ab. 
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/>(£,) = W 
P(E 2 \EJ =-| 


P(E 2 \E 1 ) = j 


Ei = „1. Schraube hat keinen Schlitz“ 

E 2 1 Ei = „2. Schraube hat keinen Schlitz, wenn die erste 
Schraube keinen Schlitz hat“ 

E 2 1 Ei = „2. Schraube hat keinen Schlitz, wenn die erste 
Schraube einen Schlitz hat“ 


P(Ei\E 2 ) wird gesprochen „Wahrscheinlichkeit, daß Ei eintritt, unter der Bedingung des 
Eintretens von E 2 “ oder kurz „P von Ei unter E 2 “ und heißt bedingte Wahrscheinlichkeit. 


Ei und E 2 sind beliebige Ereignisse. 

Wir nehmen an, daß P(E 2 ) 4= 0 gilt, daß also E 2 kein unmögliches Ereignis ist. 

Die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von Ei unter der Bedingung des Eintretens von E 2 
heißt die bedingte Wahrscheinlichkeit von E\ unter E 2 und wird mit P(Ei \ E 2 ) bezeichnet. 


Es gilt: 
Analog gilt: 


P{Ei I E 2 ) = 


P(E 2 \Ei) = 


P{E X und E 2 ) 

P(Ej 

P(Ei und E 2 ) 


Wenn Ei und E 2 einander ausschließen, so ist P(Ei und E 2 ) = 0 und somit: 
P{Ei | E 2 ) = 0 und P(E 2 \Ei) = 0 


Wir wenden die Formeln auf unser einführendes Beispiel an: 

p w-k P{E ' und 

p(£2|£ ’ ) = W = I pwej-j 


22.5 Multiplikationssätze 
Allgemeiner Multiplikationssatz 

P(Ei und E 2 ) P(Ei und E 2 ) 

Durch Umformen von P(Ei \ E 2 ) =-- —— und P(E 2 \ Ei) = -— ~ erhält 

P\E 2 ) P\Ei) 

man den allgemeinen Multiplikationssatz: 

Die Wahrscheinlichkeit für das gleichzeitige Eintreten von Ei und E 2 beträgt: 

P(Ei und E 2 )= P(Ei\E 2 ) P(E 2 ) 

= P(E 2 \Ei) P(Ei) 


BEISPIEL 

1. Eine 50er-Packung enthält 5 fehlerhafte Einheiten. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß eine Stichprobe vom Umfang 2 keine fehler¬ 
hafte Einheit enthält? 

Lösung: 

45 

Ei = „kein Fehler bei der 1. Einheit der Stichprobe“ P(Ei ) = 

£ 2 = „kein Fehler bei der 2. Einheit der Stichprobe“ 
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Die Packung enthält nach Entnahme der ersten Einheit nur noch 49 Einheiten. 

Wenn die erste Einheit fehlerfrei ist, befinden sich unter diesen 49 Einheiten 44 fehler¬ 
freie. 

44 

Folglich ist P(E 2 \ E i) = und damit: 

45 -44 

P(E, und E 2 ) = P{E,)-P(E 2 \E,) = ^ 7 ^ 

P(kein fehlerhaftes Stück in 2er-Stichprobe) = 0,808 


Multiplikationssatz für Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen, 
die voneinander unabhängig sind 


Die beiden Ereignisse A und B sind unabhängig voneinander, wenn die Wahrscheinlich¬ 
keit für das Eintreten des Ereignisses A unabhängig davon ist, ob das Ereignis B eintritt 
oder nicht und umgekehrt. 


Würfelt man beispielsweise mit zwei Würfeln, so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der 
zweite Würfel die Augenzahl „1“ erzielt, unabhängig davon, welche Augenzahl der erste 
Würfel erzielt. Es gibt keine gegenseitige Beeinflussung, die Ergebnisse sind voneinander 
unabhängig. 


Für voneinander unabhängige Ereignisse lautet der Multiplikationssatz: 

P(E, und E 2 ) = P(E,) ■ P(E 2 ) 


BEISPIELE 

2. Zwei Würfel werden geworfen. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit beiden Würfeln jeweils „6“ zu erhalten? 
Lösung: 

Die Ereignisse E A = „mit dem ersten Würfel 6 werfen“ 
und L\ = „mit dem zweiten Würfel 6 werfen“ 

sind voneinander unabhängig. 

Es gilt somit: £(£,) = j~ P(E 2 ) = jr £(£, und E 2 ) = £(£,) • P(E 1 ) = ~^r 

£(£, und £ 2 ) = ^- 

3. 50 % einer Produktion werden auf dem Automaten I, 

40 % auf dem Automaten II und 

10 % auf dem Automaten III hergestellt. 

I arbeitet mit 3 % Ausschuß, II mit 2 % und III mit 5 %. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein zufällig ausgewähltes Werkstück defekt 
ist? 

Lösung: P(D) = ? 

Ereignis A = „Werkstück stammt von I“ P(D \ A) = 0,03 

Ereignis B = „Werkstück stammt von II“ P(D | B) = 0,02 

Ereignis C = „Werkstück stammt von III“ P(D\C) = 0,05 

Ereignis D = „Werkstück ist defekt“ 

Ereignis D = „Werkstück ist nicht defekt“ 
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P(D) = P(D und A) + P(D und B ) + ( P(D und C) 

= P(A)P(D\A) + P(B)P(D\B)+ P(C) • P(D | C) 

= 0,5 • 0,03 + 0,4 -0,02 + 0,1 • 0,05 = 0,028 P(D ) = 2,8 % 

4. Wir betrachten die gleiche Produktion wie in Beispiel 3. 

Bei der Prüfung wurde ein defektes Werkstück gefunden. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß dieses defekte Werkstück vom Automaten I 
gefertigt wurde? 

Lösung: P(D) = 0,028 P(A und D) = 0,15 P(A | D) = ? 

P(A und D) = P{D und A) = P(D)P(A\D) =- P(A \ D) = P) 

P(A | D) = = 0,5357 P(A | D) = 53,6 % 


AUFGABEN 

22.06 Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit zwei Würfeln mehr als 8 Augen zu werfen, 
wenn vorausgesetzt wird, daß ein Würfel „4“ zeigt? 

22.07 Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, beim Würfeln zunächst „2“ und dann „3“ zu 
werfen? 

22.08 Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, bei dreimaligem Würfeln jedesmal „1“ zu 
werfen? 

22.09 Von vier Einschubteilen sind zwei defekt. 

Beim ersten Test wurde bereits ein defekter Teil gefunden. 

Wie groß ist dann die Wahrscheinlichkeit, daß der zweite defekte Einschubteil bereits 
beim nächsten Test festgestellt werden kann? 

22.10 Eine Anlage besteht aus 4 voneinander unabhängigen Maschinen. 

Die Wahrscheinlichkeit für deren Ausfall sind: 

Pj = 0,10 P 2 = 0,15 P 3 = 0,20 P 4 = 0,10 

Die Anlage fällt aus, wenn mindestens eine Maschine ausfällt. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit P(E), daß diese Anlage nicht funktioniert? 

22.11 Eine Produktion enthält p = 4% defekte Stücke. 70 % der fehlerlosen Stücke sind von 
der Qualität A. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein Stück die Qualität A besitzt? 

22.12 Ein weißer und ein schwarzer Würfel werden gleichzeitig geworfen. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit dem weißen Würfel „1“ und mit dem 
schwarzen Würfel eine gerade Augenzahl zu werfen? 

22.13 Zwei Würfel werden geworfen. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem der beiden Würfel „1“ und mit dem 
anderen Würfel eine gerade Augenzahl zu werfen? 

22.14 Zwei Würfel werden geworfen. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem der beiden Würfel „1“ und mit dem 
anderen Würfel eine ungerade Augenzahl zu werfen? 

22.15 Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit zwei Würfeln in einem Wurf einen Pasch zu 
werfen? 

(Pasch bedeutet: Beide Würfel zeigen die selbe Augenzahl.) 
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22.16 Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, bei einem Wurf mit drei Würfeln eine Augenzahl¬ 
summe von mehr als 5 zu erzielen? 

22.17 Aus einem Skatspiel, das insgesamt 32 Karten, darunter 4 Buben und 4 Asse, enthält, 
wird eine Karte entnommen. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß diese Karte ein Bube oder ein As ist? 

22.18 Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit zwei Würfeln weniger als 8 Augen zu werfen, 
wenn der erste der beiden Würfel „4“ zeigt? 

22.19 Von vier Einschubteilen sind zwei fehlerhaft. Bei einem ersten Test wird kein fehler¬ 
hafter Teil gefunden. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die zwei fehlerhaften Einschubteile bereits 
bei den nächsten zwei Tests entdeckt werden? 

22.20 Eine ideale Münze wird zehnmal geworfen. 

Zuerst liegt neunmal die Zahl oben. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß auch beim zehnten Mal die Zahl oben liegt? 

22.21 Ein Los von 100 Geräten enthält zwei fehlerhafte Geräte. Aus diesem Los werden fünf 
Einheiten geprüft. Dabei wird jede geprüfte Einheit vor der nächsten Prüfung 

a) ins Los zurückgelegt, 

b) nicht ins Los zurückgelegt. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß alle fünf Einheiten fehlerhaft sind? 


Anfänge der Wahrscheinlichkeitsrechnung 


In der Mitte des 17. Jahrhunderts beschäftigten sich Huygens, Pascal und Fermat (ausgehend von 
Glücksspielen) mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


Christiaan Huygens (1629—1695), 
niederländischer Mathematiker, Physiker und Astronom. 

Physik: Huygenssches Prinzip der Optik, Wellentheorie des Lichtes, Theorie 
des Physikalischen Pendels, Erfindung der Pendeluhr, barometrische Hö¬ 
henformel, ... 

Astronomie: Huygens entdeckte den ersten Saturnmond, den Saturnring und 
den Orionnebel. 

Mathematik: Huygens führte mit Hilfe der Infinitesimalrechnung die Be¬ 
rechnung des Inhalts von Drehflächen zweiter Ordnung durch. Er unter¬ 
suchte Extremwertprobleme und beschäftigte sich mit dem Problem der 
Krümmung und mit Evolventen und Evoluten von Kurven. 

Huygens verfaßte das erste Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung. In 
diesem wurde die Aufteilung des Einsatzes bei einem vorzeitig abgebro¬ 
chenen Glücksspiel behandelt. 



Blaise Pascal (1623-1662), 

französischer Philosoph, Mathematiker und Physiker. 

Physik: Untersuchung des Vakuums, Gesetze kommunizierender Gefäße,... 
Mathematik: Geometrie, Kombinatorik, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Nach ihm sind das Pascalsche Dreieck und die Einheit des Drucks benannt. 
Mit 16 Jahren veröffentlichte Pascal ein Werk über Kegelschnitte. Mit 18 
Jahren baute er eine Rechenmaschine für Addition und Subtraktion, um 
seinen Vater, einen Steuerbeamten, zu entlasten. Ab dieser Zeit wurde Pascal 
schwer krank. Er litt an Schlaflosigkeit und wurde ein religiöser Neurotiker. 





23. Kombinatorik 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Anzahl der verschiedenen Möglichkeiten, n Elemente anzuordnen, berechnen; 

■ die Anzahl der verschiedenen Möglichkeiten, k Elemente aus n Elementen auszuwählen, be¬ 
rechnen. 


Die Kombinatorik ist ein Hilfsmittel für die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten. 
Die zwei Grundfragen lauten: 

1. Wie viele Möglichkeiten gibt es, n Elemente anzuordnen? 

2. Wie viele Möglichkeiten gibt es, aus n Elementen k Elemente auszuwählen? 


23.1 Permutationen 


Jede Anordnung von n Elementen in einer bestimmten Reihenfolge heißt eine Permuta¬ 
tion dieser n Elemente. 


Permutationen voneinander verschiedener Elemente: 

Die Anzahl aller möglichen verschiedenen Permutationen von n Elementen bezeichnen wir 


mit P(n). 
n = 1 Es gibt 

nur eine Anordnung. 

P(l) = 1 = 1! 

n = 2 ab 

ba 

P( 2) = 2 = 21 

n= 3 abc 

acb 


bac 

bca 

P(3) ==6 = 3! 

cab 

cba 



P(n) = nl 


AUFGABE 

23.01 Wie viele vierziffrige Zahlen lassen sich aus den Ziffern 
a) 5, 6, 3, 9 b) 2, 0,1, 3 

bilden, wenn sich in keiner Zahl eine Ziffer wiederholt? 


23.2 Kombinationen 


Jede Auswahl von k Elementen aus einer Menge mit n verschiedenen Elementen (ohne 
Rücksicht auf die Reihenfolge) heißt eine Kombination von n Elementen zur k-ten Klasse. 


Die Anzahl aller verschiedenen möglichen Kombinationen von n Elementen zur Ä:-ten 
Klasse bezeichnen wir mit K (n ; k). 


1 Permutation (lat.) ^ Vertauschung 
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EINFÜHRENDE BEISPIELE 

Aus den Elementen a, b, c, d kann man folgende Kombinationen zur 2. Klasse bilden: 
ab, ac, ad, bc, bd, cd Es gilt: K( 4; 2) = 6 

Aus a, b, c, d kann man folgende Kombinationen zur 3. Klasse bilden: 

abc, abd, acd, bcd 4; 3) = 4 

K(n; k) = ( n k ) 


Mit DERIVE rechnen Sie: C0MB(n, k) 

Mit MATHEMATICA rechnen Sie: Binomial[n, k] 


BEISPIELE 


1 . 


Wie viele Kombinationen von 5 Elementen zur 3. Klasse gibt es? 


Lösung: 

K( 5; 3) = (|) 


5-4-3 
1 -2-3 


K(5;3) = 10 


2 . 


Wie viele Möglichkeiten gibt es, aus einem Los vom Umfang n = 80 eine Stichprobe 
vom Umfang n = 8 zu ziehen? 


Lösung: 

Anzahl = K(80;8)= 


80 • 79 • 78 • 77 • 76 • 75 • 74 • 73 
1-2-3-4-5-6-7-8 


= 2,89875 • IO 10 Es gibt 2,90-10 10 Möglichkeiten 


Wir können (l) k)l 

(Z0\ _ 7,15695-10 118 

\ 8 / ~ 4,032 • 10 4 • 6,12345 • 10 103 


auch mit Hilfe einer Tabelle der Fakultäten lösen 1 : 
= 0,289875 • 10 11 


3. Eine Grundgesamtheit vom Umfang N = 20 enthält d = 4 fehlerhafte Stücke. 

Wir entnehmen dieser Grundgesamtheit eine Stichprobe vom Umfang n = 5, die x = 2 
fehlerhafte Stücke enthält. 

a) Wie viele verschiedene Möglichkeiten gibt es, eine solche Stichprobe von n = 5 zu 
entnehmen? 

b) Wie viele verschiedene Möglichkeiten gibt es, x = 2 fehlerhafte Stücke von den 
d = 4 fehlerhaften Stücken der Grundgesamtheit auszuwählen? 

c) Wie viele verschiedene Möglichkeiten gibt es, n — x = 3 fehlerfreie Stücke von den 
N — d = 16 fehlerfreien Stücken der Grundgesamtheit auszuwählen? 

Lösung: 

a) Es gibt ^ ^ ^ = 15 504 verschiedene Möglichkeiten. 

b) Es gibt 

lN-d\ 16 16 -15 -14 . 

c) Es gibt ( n _ x j = ~y~ = — | 2 3 — = verschiedene Möglichkeiten. 


j ^j = \ 2 = 6 verschiedene Möglichkeiten. 


1 Schärf, Funktionen- und Zahlentafeln, 14. Auflage 1994, Seite 8. 
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4. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, beim österreichischen Lotto „6 aus 45“ 6 Treffer 
(1. Rang) zu erzielen? 

Lösung: 

^ (N\ /45\ 45 *44-43-42-41-40 

Es gibt 1 = 1 A = - 1 -2 -3 -4 -5 -6 - = ^ 145060 verschiedene Möglichkeiten, 

a \ 

von denen nur eine günstig ist, daher P (Sechser) = — = = 1,23 -10 -7 

—-- m 8145060 —- 


AUFGABEN 

23.02 Wie viele Stichproben vom Umfang n = 3 kann man aus einem Los mit N = 100 
ziehen? 

23.03 Wie viele Amben (k = 2) bzw. Ternen (k = 3) gibt es bei dem aus 90 Nummern beste¬ 
henden kleinen Zahlenlotto? 

23.04 Ein Schüler kann bei einer Prüfung 3 Fragen aus 5 Fragen wählen. 

Wie viele Möglichkeiten hat er? 

23.05 Wie viele Diagonalen hat ein n-Eck? 


Die Familie Bernoulli 


Nicht nur die Kombinatorik und die Wahrscheinlichkeitsrechnung, sondern viele Gebiete der Mathe¬ 
matik und der Physik wurden von dieser Familie beeinflußt, die in drei Generationen acht Spitzenma¬ 
thematiker stellte. Jakob I (siehe Seite 263) und Johann I waren die überragenden Mathematiker dieser 
Familie. 


I 

Jakob I 
(1654—1705) 


Nicolaus 

(1687-1769) 


Nicolaus 

(1623—1708) 


Nicolaus I Johann I 

(1662-1710) (1667—1748) 

I I 


Nicolaus II Nicolaus III Daniel I Johann II 

(1687—1759) (1695—1726) (1700—1782) (1710-1790) 


Johann III Daniel II Jakob II 

(1744-1807) (1754-1834) (1759-1789) 

I 

Christoph 

(1782-1863) 


Johann Bernoulli (1667—1748) 

Mit 18 Jahren hatte er sein Medizinstudium abgeschlossen und beschäftigte 
sich dann mit Mathematik. 

Er fand die Gleichung der Kettenlinie, die Galilei noch für eine Parabel 
gehalten hatte. 

Die Bezeichnung „Integral“ im heutigen Sinn stammt von ihm. 

Die Theorie der Differentialgleichungen wurde von ihm bereichert. Er ent¬ 
deckte die Variationsrechnung bei der Lösung des Problems: „Ein Massen¬ 
punkt bewegt sich in einem Schwerefeld. Die ebene Kurve für die kürzeste 
Fallzeit ist zu Finden.“ 

Auf den Rat von Leibniz, dessen fanatische Anhänger alle drei Bernoulli- 
Brüder waren, hatte Johann 1696 dieses Problem allen großen zeitgenössi¬ 
schen Mathematikern zur Lösung vorgelegt. Lösungen kamen von Newton, 
Leibniz, De l’Hospital, Jakob und Johann Bernoulli. 












24. Diskrete Verteilungen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Wahrscheinlichkeitsverteilung, Wahrscheinlichkeitsfunktion und Verteilungsfunktion 
diskreter Zufallsvariablen anhand von Beispielen erklären; 

■ die Parameter diskreter Wahrscheinlichkeitsverteilungen angeben; 

■ das Ziehen ohne Zurücklegen und das Ziehen mit Zurücklegen erklären; 

■ zwischen den Begriffen Anzahl der fehlerhaften Einheiten und Anzahl der Fehler je Einheit unter¬ 
scheiden; 

■ die Problemstellungen der Hypergeometrischen Verteilung, der Binomialverteilung und der 
Poisson-Verteilung erklären; 

■ Werte der Wahrscheinlichkeitsfunktion g(x) und der Verteilungsfunktion G(x) der Hyper¬ 
geometrischen Verteilung, der Binomialverteilung und der Poisson-Verteilung berechnen; 

■ mit Hilfe der Hypergeometrischen Verteilung, der Binomialverteilung und der Poisson-Vertei¬ 
lung Probleme des Qualitätsmanagements lösen. 


24.1 Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion einer diskreten 
Zufallsvariablen 


Wenn wir jedem Wert der Zufallsvariablen x den Wert P(x ) zuordnen, spricht man von 
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. 

Wahrscheinlichkeitsfunktion: g(x) = P(x) 

g(x) ist die Wahrscheinlichkeit, in der Stichprobe genau x fehlerhafte Einheiten zu 
finden. 

Verteilungsfunktion: G(x 0 ) = P(x < x 0 ) 

G (x 0 ) ist die Wahrscheinlichkeit, in der Stichprobe höchstens x 0 fehlerhafte Einheiten zu 
finden. 


Es gilt: 

G(0) = g(0) 

G(l) = g(0) + g(l) 

G(2) = g (0) + g (1) + g (2) 

G ( x 0 ) = g ( 0 ) + g ( 1 ) 4- . .. + g (x 0 ) 


Wir veranschaulichen diesen Sachverhalt durch „Körbchen“: 




*o-1 

Lid 

x 0 +1 

X 

LiJ 

1 x 


-G(x 0 )- 





g(0) 
—G(0H 



Mit Hilfe des Summenzeichens ^ schreiben 


*0 


G(x 0 ) = P(x < x 0 ) = 2 £(*) 

.v = 0 



0 


1 


x 
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24.2 Parameter einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung 


Die Eigenschaften einer Stichprobenverteilung (Häufigkeitsverteilung) haben wir durch 
Stichprobenkenngrößen, z. B.: je, s, s 2 , R beschrieben. 

Zu jeder Zufallsvariablen gehört eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die man durch 
Parameter beschreiben kann. 


Die wichtigsten Parameter einer Wahrscheinlichkeitsverteilung sind: 

— der Mittelwert // (auch Erwartungswert E (x) der Zufallsvariablen x genannt), 

— die Varianz er 2 (Streuungsmaß, auch V(x ) geschrieben); 
a = heißt Standardabweichung der Verteilung. 




s 


N 

Mittelwert : ß = x Q -g (x 0 ) + *i g (*i) + ... + x N • g (. x N ) = 2 x i • g (*/) 

/ = o 

N 

Varianz: <r 2 = 2 (*/ - /0 2 '#(*«) 

i = o 


Es gilt: E(x ± y) = E(x) ± E(y) 

E(a- x) = a- E{x) 

a 2 = E(x 2 ) - ii 2 



Im allgemeinen wird er 2 mit Hilfe der letzten Formel berechnet. 


BEISPIEL 

Beim Würfeln gilt: g(x) = — für x = 1, 2,..., 6 
Berechnen Sie fi und er. 

Lösung: 

V / . v 1 1 v 21 7 

/*-2j *<*(*<)- Z*<-t-t Z*' = -r = T = 3,5 

i = l / = l i' = i 


P-3,5 


^ Bei hinreichend vielen Würfen weicht das arithmetische Mittel der Augensumme nicht 
wesentlich vom Wert 3,5 ab. 

Man sagt auch: Bei hinreichend vielen Würfen kann man durchschnittlich den Wert 3,5 
erwarten. 

n 6 

<T 2 = 2 (x, -nfg (Xi) = -2(*, - 3,5) 2 = -(2 ^ 2 -6-3,5 2 ) 

/ = 1 ; = 1 

= 4-191 - 73.51 = 2.92 a 2 = 2,92 <7 = 1.71 

6 


AUFGABEN 


Berechnen Sie ß und a und die Werte G{x) der Verteilungen: 


24.01 x 

1 5 9 13 24.02 x 

1 5 9 13 

g(x) 

1111 *(*) 

2884 8( ' 

1111 

8 2 8 4 
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24.03 x 1 5 9 13 

77^ I I T 

* w 8 8 2 4 

24.05 Beim Werfen einer Münze gilt: 
Berechnen Sie fi und er. 


24.04 x 

2 

4 

6 

8 

10 

g(x) 

3 

1 

7 

5 

1 

20 

20 

20 

20 

5 


g(x) = y für x = 1 und x = 2 


24.3 Hypergeometrische Verteilung 
Problemstellung 

In der Praxis tritt häufig folgendes Problem auf: 

1. Eine Produktion, die Grundgesamtheit unserer Betrachtung, enthält N Einheiten. 
Von diesen sind d Einheiten fehlerhaft und daher (N — d ) Einheiten fehlerfrei. 

2. Wir entnehmen dieser Grundgesamtheit eine Stichprobe vom Umfang n ohne Zurück¬ 
legen 1 . 

3. Der Wert, den die Zufallsvariable x bei einer bestimmten Stichprobe annimmt, hängt 
nicht nur von N, d und n ab, sondern auch vom Zufall. 

Man erhält eine Verteilung der x- Werte, die man als Hypergeometrische Verteilung be¬ 
zeichnet. 

Es gelten folgende Beziehungen: 


Wahrscheinlichkeitsfunktion: 

g(x) = g(xl N, d ; n) = P(x) 


-> 

,, W-i) 

s( ro 

x > 0, x < d, x < n 

Verteilungsfunktion: 

*0 

G(x 0 ) = P(x « Xo) = 2 £(*) 



X = 0 



Mittelwert: -> 

fi= np mit 

II 

ft, 

^ p. .. 

{.(JU0) 

Varianz: 

G 2 = 

np(l - 

. N- n 
P) N- 1 



Rekursionsformel: 

g(x) 

= g(x- 

’ x(N 

+ 1 ) (« - X + 1 ) 

— d — n + x) 

x = 1 , 2 ,... 


g(0) 

N- 

d + 1 — n 

N-d+2-n 

N- n 


N 

-d+ 1 

N-d + 2 

" N 


1 Die Grundgesamtheit vom Umfang N wird gründlich gemischt, das 1. Stück wird entnommen, beur¬ 
teilt und nicht zurückgelegt. 

Dann werden die restlichen (N — 1) Stücke gründlich gemischt, ein weiteres Stück (das 2. Stück un¬ 
serer Stichprobe) entnommen, beurteilt und nicht zurückgelegt usw. bis zum n-ten Stück unserer Stich¬ 
probe. 
























24. Diskrete Verteilungen 


257 


N ... Umfang der Grundgesamtheit bzw. Losumfang 

d ... Anzahl der fehlerhaften Einheiten in der Grundgesamtheit bzw. in dem Los 
n ... Stichprobenumfang 

x ... Anzahl der fehlerhaften Einheiten in der Stichprobe 

g(x) ... Wahrscheinlichkeit, genau x fehlerhafte Einheiten in der Stichprobe zu finden 
G{x o)... Wahrscheinlichkeit, bis zu x 0 fehlerhafte Einheiten in der Stichprobe zu finden 

Man spricht: H mit groß N, klein d, klein n. 

Man nennt N, d, n die Parameter der Hypergeometrischen Verteilung. 

Statt Wahrscheinlichkeitsverteilung sagt man auch Wahrscheinlichkeitsfunktion und be¬ 
zeichnet diese mit g(x). 

► Die Formel für die Berechnung von Werten der Wahrscheinlichkeitsfunktion kann man 
sich leicht merken: 

/SCHLECHT^ /GUT\ 
p(x x = \ schlecht I \ gut J 

W /GRUNDGESAMTHEIT\ 

\ Stichprobe ) 

Die Großbuchstaben stehen hier für Werte in der Grundgesamtheit. 

Die Kleinbuchstaben stehen hier für die Werte in den Stichproben. 


DERIVE 


Die Datei PROBABIL.MTH enthält die Funktionen: 

HYPERGEOMETRIC_DENSITY(x, d, n, N) und 
HYPERGEOMETRIC_DISTRIBUTION(x, d, n, N) 


HYPERGEOMETRIC.DENSITY(3, 5, 20, 100) 
HYPERGEOMETRIC.DISTRIBUTION(3, 5, 20, 100) 

0.0478485 

0.994645 

MATHEMATICA 

Das Paket Statistics'Master' enthält die Funktion HypergeometricDistribution. 

PDF [ vert, x] berechnet den Wert von g der Verteilung vert an der Stelle x .. .* 

CDF[t /ert, x ] berechnet den Wert von G der Verteilung vert an der Stelle x .. } 

Needs["Statistics'Master'”] 

hp = HypergeometricDistribution[20, 5, 100]; 

g = PDF[hp, 3]//N 

G = CDFfhp, 3]//N 

0.0478486 

0.994646 


BEISPIELE 

1. Von 15 gefertigten Printplatten sind 4 fehlerhaft. 

5 Printplatten werden zufällig entnommen. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß keine bzw. eine bzw. zwei . .. bzw. alle fünf 
Printplatten fehlerhaft sind? 

Lösung: g(*) = 



1 PDF^probability density function 

2 CDF = cumulative distribution function 
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Wir berechnen g(x) mit Hilfe unserer Tabelle der Binomialkoeffizienten. 1 
1 \ 5) 1-462 


P(x = 0) = g(0) = 




CD 

CD 


3003 


= 0,1539 


4-330 

3003 


= 0,4396 


Auf dieselbe Weise erhalten wir: 

P(x = 2) = 33,0 % P(x = 3) = 7,3 % 


P(jc = 0) = 15,4 % 


P(x = 1) = 44,0 % 


P(x = 4) = 0,4 % 


Da insgesamt nur 4 Printplatten fehlerhaft sind, können in der Stichprobe nicht alle 
5 Printplatten fehlerhaft sein. 

Somit gilt: P(x = 5) = 0% 

Eine 50er-Packung enthält im Mittel 5 fehlerhafte Einheiten. Dieser Packung wird eine 
Stichprobe vom Umfang n = 5 entnommen. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Stichprobe 

a) kein fehlerhaftes Stück, 

b) mindestens ein fehlerhaftes Stück, 

c) weniger als zwei fehlerhafte Stücke enthält? 

Lösung: 

a) Die Wahrscheinlichkeit, daß eine 5er-Stichprobe aus einem 
Los mit N = 50 und d = 5 fehlerfrei ist, das heißt genau 0 
fehlerhafte Stücke enthält, beträgt H(x = 0150, 5; 5): 




«w = 


w 


2(0) = 


(»MP 

(P 


P(x=0) = g(0) 

45-44-43-42-41 
50 • 49 • 48 • 47 • 46 

P(x = 0) = g(0) = 0,5766 


b) Die Wahrscheinlichkeit, daß eine Stichprobe mindestens ein fehlerhaftes Stück ent¬ 
hält, ist: 


P(x > 1) = P(x > 0) = 1 - g(0) = 0,4234 

P(x > 1) = 0,4234 

(jc > 1 ) und (x = 0) sind hier komplementär. 

c) Weniger als 2 fehlerhafte Stücke bedeuten, in der Stichprobe kein oder ein fehler¬ 
haftes Stück zu finden. 


| 6 j 

nr 

— r~ 

2 

3 

X 

! q(0f 


P(x 

SD- 



Folglich: P(x < 2) = G( 1) = g( 0) + g( 1) 

P CD 


g( V 


(p 

G(l) = 0,5766 + 0,3516 


2118760 


P(x < 2) = 0,9282 


1 Schärf, Funktionen- und Zahlentafeln, 14. Auflage 1994, Seite 10. 
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3. 


80 Sicherungen, von denen 6 fehlerhaft sind, werden in 8 Schachteln mit jeweils 10 
Stück verpackt. 

a) Mit wie vielen fehlerhaften Sicherungen pro Schachtel muß man im Mittel 
rechnen? 

b) Wie groß ist die Standardabweichung? 


Lösung: 

a) Hypergeometrische Verteilung mit N = 80, d = 6; n = 10 
ß — n-p — ■ -jjjj- = 0,75 

Man muß im Mittel mit 0,75 fehlerhaften Sicherungen pro Schachtel rechnen. 


b) CT 2 


npq- 


N- n 
N-\ 


10.A.74 
80 80 


70 

79 


0,6147 


cf = 0,784 


AUFGABEN 


24.06 Unsere Perlenbüchse enthält 1000 Kugeln. Davon sind 5 rot, 10 gelb, 20 blau, 40 grün, 
80 schwarz, der Rest weiß. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe vom Umfang n = 100 
a) höchstens 2 rote Kugeln, b) weniger als 2 blaue Kugeln, 

c) genau 8 schwarze Kugeln, d) mehr als eine gelbe Kugel, 

e) mindestens eine rote Kugel, f) weniger als 10 rote Kugeln 

zu finden? 

24.07 Ein Los mit p = 10 % fehlerhaften Einheiten enthält 80 Stück. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe vom Umfang n = 15 
a) kein defektes Stück, b) genau ein defektes Stück, 

c) mehr als ein defektes Stück, d) mindestens ein defektes Stück 

zu finden? 


24.08 Einem Spiel mit 32 Karten 1 werden nacheinander 5 Karten entnommen. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß sich unter diesen 5 Karten genau 2 Könige 
befinden? 


'24.09/ Berechnen Sie mit der hypergeometrischen Verteilung: 

* Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, beim österreichischen Lotto „6 aus 45“ 6 Treffer 
] V (1. Rang) zu erzielen? 

24.10 Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, beim österreichischen Lotto „6 aus 45“ 5 Treffer 
und Zusatzzahl (2. Rang) zu erzielen? 


24.11 Berechnen Sie p und o der folgenden hypergeometrischen Verteilungen mit n = 5, 
p = 0,15 und 

a) N = 20 b) N = 100 c) N = 1000 


24.12 120 Sodawasserpatronen werden in 10 Schachteln mit jeweils 12 Stück abgepackt. 
Von den 120 Patronen sind 24 fehlerhaft. 

Mit wie vielen fehlerhaften Patronen pro Schachtel muß man im Mittel rechnen? 


Preference: 4 Farben zu je 8 Spielkarten 
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24.4 Binomialverteilung 
Problemstellung 


Eine Grundgesamtheit enthält einen Anteil p fehlerhafter Einheiten. Daraus wird eine 
Stichprobe vom Umfang n mit Zurücklegen genommen. 


Die 1. Einheit wird entnommen, geprüft und zurückgelegt, usw. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe genau x fehlerhafte Einheiten zu 
finden? 


Beim Ziehen mit Zurücklegen ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein entnommenes Stück fehler¬ 
haft ist, für alle n entnommenen Stücke gleich groß und beträgt p. 

Unter diesen Voraussetzungen (n voneinander unabhängige Entnahmen und konstanter 
Fehleranteil p) ist die Wahrscheinlichkeit 

— für die Entnahme von x fehlerhaften Einheiten p x 

— für die Entnahme von n — x nicht fehlerhaften Einheiten (1 — p)"~ x 


Es gibt ( w ) Möglichkeiten 


, x fehlerhafte und (n — x) fehlerfreie Einheiten in einer Stich¬ 


probe vom Umfang n anzuordnen. 


p ( x ) = (”) •/>’'•(! - P)"~ x 
Die Verteilung x\-+P(x) heißt Binomialverteilung 1 


Es gelten folgende Beziehungen: 


Wahrscheinlichkeitsfunktion: g(x) — g(x\p ; n) = P(x) 

g(x) = -p) n ~ x für x = 0, 1, 2, .. 

,., n 

*0 

Verteilungsfunktion: G(x 0 ) — P(x < x 0 ) = 2 #(*) 

x = 0 



Mittelwert: 

II 

3 

^3 


Varianz: 

er 2 = npq q = 1 — p 


Rekursionsformel: 

*(*)-*(*-!)• " * + 1 -J 

x = 1 , 2 , ... 


?( 0 ) = 9" 



p ... Anteil fehlerhafter Einheiten in der Grundgesamtheit bzw. im Los 

q ... Anteil fehlerfreier Einheiten in der Grundgesamtheit bzw. im Los: q = 1 — p 

n ... Stichprobenumfang 

x ... Anzahl fehlerhafter Einheiten in der Stichprobe 

g(x) ... Wahrscheinlichkeit, genau x fehlerhafte Einheiten in der Stichprobe zu finden 

G Oö) . .. Wahrscheinlichkeit, bis zu x 0 fehlerhafte Einheiten in der Stichprobe zu finden 


Auch Bernoulli-Verteilung genannt, nach Jakob Bernoulli (1654—1705). 
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DERIVE 


Die Datei PROBABIL.MTH enthält die Funktionen: 

BINOMIAL_DENSITY( x, n, p) und 
BINOMIAL_DISTRIBUTION(x, n, p) 


BINOMIAL DENSITY(3, 100, 0.04) 

0.197332 

BINOMIAL.DISTRIBUTION(3, 100, 0.04) 

0.429475 

MATHEMATICA 


Das Paket Statistics'Master' enthält die Funktion BinomialDistribution. 

bin = BinomialDistribution[100, 0.04]; 
g = PDF[bin, 3]//N 

0.197333 

G - CDF[bin, 3]//N 

0.429476 


Die Binomialverteilung ist durch zwei Parameter, nämlich durch p und n, bestimmt. 
Die Binomialverteilung ist nur für p — q = 0,5 symmetrisch. 

Die Asymmetrie ist umso größer, je mehr sich p und q voneinander unterscheiden und je 
kleiner n ist. 


9(x) 



g(x) 


01 2345678910 x 
Es gilt außerdem: 


4- 


p=0,5 

-I- 


p=0,9 


012345678910 x 


0 1 2 3 4 5 6 7 8 910X 


Mit wachsendem n nähert sich die Binomialverteilung der Normalverteilung, die im 
Abschnitt 25 behandelt wird. 


Beim Ziehen ohne Zurücklegen (Problemstellung für die Hypergeometrische Verteilung) 
ändert sich der Anteil p fehlerhafter Einheiten in der Grundgesamtheit durch die Stich¬ 
probenentnahme. 

Beim Ziehen mit Zurücklegen (Problemstellung für die Binomialverteilung) bleibt der 
Anteil p fehlerhafter Einheiten in der Grundgesamtheit konstant. 

Das Ziehen mit Zurücklegen kommt jedoch in der Praxis nicht vor. 

Ist der Losumfang groß und der Stichprobenumfang relativ klein, wenn also N > n gilt, dann 
ist auch beim Ziehen ohne Zurücklegen der Anteil p fehlerhafter Einheiten praktisch kon¬ 
stant. Wir dürfen in diesem Fall die Binomialverteilung Bi(p = d/N\ n) als Näherung für 
die Hypergeometrische Verteilung H(N , d ; n ) verwenden. 


Faustregel: 

Wenn N> 50 und n < N/ 10 ist, dann darf die Binomialverteilung Bi(d/N; n) statt der 
Hypergeometrischen Verteilung H(N, d; n) angewendet werden. 
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BEISPIELE 

1. In einer Großserie sind 4 % fehlerhafte Stücke. 

Es sind die Wahrscheinlichkeiten P(x) zu berechnen, genau x fehlerhafte Stücke in 

einer Stichprobe vom Umfang n = 100 zu finden. 

g(jc) und G(x) sind für x = 1 bis x = 10 zu berechnen. 

Lösung: Bi(p = 0,04; n = 100) 

8 <*) - (") -p* (i - py ~ x - (”) • °’ 04, • °’ 96100 '* 

g(0) = Pq°| • 0,04° • 0,96 100 = 1 1 • 0,96 100 = 0,0169 
g (1) = • 0,04' • 0,96" = 100 • 0,04 • 0,96" = 0,0703 

Analog erhalten wir: 

g (2) = 0,1450 g (3) = 0,1973 g (4) = 0,1994 

g (5) = 0,1595 g (6) = 0,1052 g (7) = 0,0589 

g ( 8 ) = 0,0285 g (9) = 0,0121 g (10) = 0,0046 

Kürzer können wir unser Beispiel mit Hilfe einer Tabelle lösen. 

In den Funktionen- und Zahlentafeln, 14. Auflage, sind die Werte der Verteilungs¬ 
funktion G(x)=P (beobachteter Wert < x) der Binomialverteilung auf den 
Seiten 30—34 als Funktion der Parameter p, n ; x tabelliert. 


P(x = 0) = 1,7 % 
/>(* = !) = 7,0% 


Es gilt: 

* = 0: g(0) = G(0) 

x> V. g(x)= G(x)~ G(x- 1) 


Wir lesen ab 

G(0) = 0,0169 G(l) = 0,0872 
und erhalten: 


• G(x-1) 


0 

L g(x)- 


• GUI- 


G (2) = 0,2321 G (3) = 0,4295 usw. 


g(l) = G(l) - G(0) = 0,0872 - 0,0169 = 0,0703 
g(2)=G ( 2 ) - G (1) = 0,2321 - 0,0872 = 0,1449 usw. 


X 


2. Der Anteil der schlechten Stücke einer Produktion ist 20 %. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß man bei einer Stichprobe mit n = 8 

a) höchstens 2, b) genau 2, c) mehr als 2, 

d) weniger als 2, e) mindestens 2 fehlerhafte Stücke findet? 

Lösung: Es liegt eine Bi{p = 0,2; n = 8 ) vor. 

a) G (2) können wir mit Hilfe unserer Tabelle ermitteln. 

Wir erhalten: P(x < 2) = G(2) = 0,7969 

b) F (x = 2) = g (2) = G (2) — G (1) 

= 0,7969 - 0,5033 = 0,2936 


6 i | 

lii 

i 3 4 x 

.ßin.d 



P x=2 


.Gl 2). 




c) P(x > 2) = 1 — P(x < 2) 

= 1- G(2) = 1 - 0,7969 
= 0,2031 


6 1 2 : 

LAJ LLI * 

.Gl 21. 1 

-Pix >2)- 
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d) P(x < 2) = G(l) = 0,5033 

e) P(x> 2) = 1 - G(l) = 1 - 0,5033 = 0,4967 



2 3 4 

x 

P(x<2) =G(1 



6 i 

.Gti).-- 

-P(x =2)- 

x 


AUFGABEN 


24.13 Die Tagesfertigung eines Massenartikels enthält 10 % fehlerhafte Stücke. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit einer Stichprobe von n = 50 Stücken 
a) höchstens 5 b) weniger als 4 c) mehr als 3 

fehlerhafte Stücke zu erhalten? 


24.14 Ein Prüfungsbogen enthält 10 Fragen, die mit ja oder nein zu beantworten sind. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß mindestens 7 Fragen richtig beantwortet 
werden, wenn der Prüfling ausschließlich die Ergebnisse von Werfen mit einer 
„idealen“ Münze zur Beantwortung verwendet? 

24.15 Stellen sie die Binomialverteilung mit n = 5 und 

a) p = 0,10 b) p = 0,30 c) p = 0,50 

grafisch dar. 

Berechnen Sie jeweils Mittelwert und Varianz dieser Verteilungen. 

24.16 Für eine binomialverteilte Zufallsvariable ist p =6,3 und p = 0,3. 

Wie groß ist die Varianz er 2 dieser Verteilung? 

24.17 Bi (p ; n) hat den Mittelwert p = 2,4 und die Varianz o 2 = 2,328. 

Berechnen Sie p und n. 

24.18 Die Versuchsproduktion eines Massenartikels mit einem Schlechtanteil von 70 % wird 
mittels Stichproben vom Umfang n = 10 geprüft. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dabei mehr als 4 fehlerfreie Stücke zu finden? 


24.19 



Der Fehleranteil in einem Los von 100 Fliesen beträgt 10 fehlerhafte Einheiten. 

Wie groß muß der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit mit 99%iger Wahr¬ 
scheinlichkeit mindestens drei fehlerfreie Fliesen auftreten? 

Ein Samen ist im Mittel zu 90 % keimfähig. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daß 
von 100 ausgesäten Körnern mindestens 90 keimfähig sind. 

Ein Massenartikel mit einem Schlechtanteil von 4 % wird in Paketen zu 100 Stücken 
versandt. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein zufällig entnommenes Paket 
mindestens 1 fehlerfreies Stück enthält? 


Jakob Bernoulli (1654-1705) 

Schweizer Mathematiker niederländischer Herkunft. Er war richtunggebend 
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Nach ihm ist die Binomialverteilung 
benannt. 
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24.5 Poisson-Verteilung 
Problemstellung 

1. In einer Produktion treten — zufällig verteilt — im Mittel ju Fehl er/Einheit au f. 

2. Eine Einheit wird geprüft. 

3. Der Wert von x , der Anzahl der Fehler auf dieser Einheit, hängt nicht nur von /i, sondern 
auch vom Zufall ab. 

Zum Beispiel: Lackblasen/Blech, Kratzer/Kotflügel, Isolationsfehler je 100 m Draht, 
Fehler/m 2 Papier. 


Die Wahrscheinlichkeit P(x), daß auf einer Einheit genau x Fehler gefunden werden, 

n x • e - J“ 

beträgt: P (x) = if —^— 

Die Verteilung jci—► P(x) heißt Poisson-Verteilung. 


Hier geht es nicht um die Anzahl fehlerhafter Einheiten (Binomialverteilung!), sondern um 
die Anzahl von Fehlern pro Einheit. In der Praxis setzt man voraus, daß die Anzahl der zufäl¬ 
ligen Fehler je Einheit Poisson-verteilt ist. 

Für die Poisson-Verteilung gilt: 


Wahrscheinlichkeitsfunktion : 

g(x) = g(x | jU) = P(x) 


, N p x • e “ f* 
giX) ~ Xl 

Xo 

Verteilungsfunktion: 

G(x o) = P(x < x 0 ) = 2 S(x) 

Mittelwert: 

x = 0 

ß 

Varianz: 

G 1 = [i 

Rekursionsformel: 

g(x) = g 0-1)-^- x = l,2,... 


g( 0 ) = 


Die Poisson-Verteilung wird zur Behandlung von zwei verschiedenen Aufgabenstellungen 
verwendet: 


(1) Anzahl von Fehlern in einer Stichprobe von n Einheiten: 

p ... Mittlere Anzahl von Fehlern pro n Einheiten in der Grundgesamtheit 
n ... Stichprobenumfang 

x ... Anzahl von Fehlern in der Stichprobe 

G (*b) • • • Wahrscheinlichkeit, bis zu x 0 Fehler in der Stichprobe zu Finden 

g (x) ... Wahrscheinlichkeit, genau x Fehler in der Stichprobe zu finden 


(2) Anzahl fehlerhafter Einheiten in einer Stichprobe von n Einheiten 

(Poisson-Verteilung als Näherung der Binomialverteilung für kleine p und große n ): 
ß ... n-p 

p ... Anteil fehlerhafter Einheiten in der Grundgesamtheit 
n ... Stichprobenumfang 

x ... Anzahl fehlerhafter Einheiten in der Stichprobe 

G (xö) • • • Wahrscheinlichkeit, bis zu x 0 fehlerhafte Einheiten in der Stichprobe zu finden 
g (x) . . . Wahrscheinlichkeit, genau x fehlerhafte Einheiten in der Stichprobe zu finden 















24. Diskrete Verteilungen 


265 


Für die Praxis ist folgender Satz wichtig: 


Wenn jede der Zufallsvariablen x t , x 2i ... x k Poisson (^-verteilt ist, dann ist die Zufalls¬ 
variable x = jci + x 2 4- ... + x k Poisson (k ■ /z)-verteilt. 


Bei den Beispielen müssen wir berücksichtigen, daß sich ja immer auf die Prüfeinheit be¬ 
zieht, die aus einer oder mehreren materiellen Einheiten besteht. 



01 2345678910 x 

Die Poisson-Verteilung wird mit wachsenden // immer symmetrischer, sie nähert sich 
dann der Normalverteilung. 


DERIVE 


Die Datei PROBABIL.MTH enthält die Funktionen: 

POISSON,DENSITY(x, n) und 
POISSON,DISTRIBUTION(x, //) 


POISSON DENSITY(3, 0.5) 

POISSON.DISTRIBUTION(3, 0.5) 

0.0126360 

0.998248 

MATHEMATICA 

Das Paket Statistics'Master' enthält die Funktion PoissonDistribution. 

po=Poisson0istribution[0.5]; 
g=PDF[po,3]//N 

G=CDF[po,3]//N 

0.0126361 

0.998248 


BEISPIELE 

1. Die Anzahl der Kratzer auf Kotflügeln ist Poisson-verteilt, die mittlere Fehleranzahl 
beträgt 2 Kratzer je Kotflügel. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten von a) genau 4 Kratzern/Kot¬ 
flügel? b) mindestens 4 Kratzern/Kotflügel? c) höchstens 4 Kratzern/Kotflügel? 


Lösung: Poisson-Verteilung mit fi =2 
Wir entnehmen die Werte der Vertei¬ 
lungsfunktion G(x\n ) den Funktionen- 
und Zahlentafeln, Seite 37—39. 

a) P(x = 4) = g(4)= G(4)- G(3) 

= 0,9473 - 0,8571 
= 0,0902 


0 T 


~~2 3~ 

G(3) - - 
- G(4) - 


TI —1— p -r 

| | 4 [ I 5 
|P(x=4)| 


X 
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b) P(x>A) = \-G{2>) n i o q I 

= 1 - 0,8571 = 0,1429 ■ 

-G(3)- 1 

4 

5 

P(X2 

X 

>4)- 

CJ r {X 

0 


1 

2 


3 

4 

5 x 


P(x<4)=G(4) 


Ohne Zahlentafeln können wir rechnen: 

a) g (4) = - ' e = 0,0902 PQ = 4) = 0,0902 

b) G (3) = g ( 0 ) + g (1) + g (2) + g (3) = e - 2 + V ■ e - 2 + 

G (3) = 0,8571 P(x > 4) = 0,1429 

c) G (4) = G (3) + g (4) = 0,8571 + 0,0902 = 0,9473 Pjx < 4) = 0,9473 


2. Beim Lackieren von Blechen ist die Anzahl von Lackblasen Poisson-verteilt. 

Es treten im Mittel 1,5 Blasen pro Blechtafel auf. 

Es ist zu untersuchen, ob die Wahrscheinlichkeit, auf 2 Blechtafeln 5 Fehler zu finden, 
gleich ist der Wahrscheinlichkeit, auf 4 Blechtafeln 10 Fehler zu finden. 

Lösung: Poisson-Verteilung mit ß = 1,5 Blasen/Blechtafel 

Ml Blechtafel = 1 £ Pl Blechtafeln = 2*1,5 = 3 ß 4 Blechtafeln = 4 * 1,5 = 6 

Po( 3): P(x = 5) = g (5) = G(5) — G (4) 

= 0,9161 - 0,8153 = 0,1008 P(x = 5) = 0,1008 

Po( 6 ): P(x= 10) = g(10) = G(10)- G(9) 

= 0,9574 - 0,9161 = 0,0413 P(x = 10) = 0,0413 

Die Wahrscheinlichkeiten sind nicht gleich groß. 
Beachten Sie: g(x\ß) # g(k-x\ k-ju) G(x\/j.)¥=G(k-x\k-n) 

3. In einer Telefonzentrale werden pro Minute im Mittel 2 Vermittlungen durchgeführt. 
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß a) in einer Minute höchstens ein Anruf, 
b) in drei Minuten genau vier Anrufe vermittelt werden? 

Lösung: Es liegt eine Poisson-Verteilung mit fi = 2 vor. 

a) P(x < 1) = G (1) = 0,4060 P{x < 1) = 0,4060 

b) Verteilung bezüglich 1 Minute: Poisson-Verteilung mit [i = 2 
Verteilung bezüglich 3 Minuten: Poisson-Verteilung mit ß = 6 

Po( 6 ): P(x = 4) = g(4) = G (4) - G(3) = 0,2851 - 0,1512 = 0,1339 

P(x = 4 Anrufe in 3 Minuten) = 0,1339 


4 . 


Auf jeder Seite eines Manuskripts befinden sich im Mittel 10 Fehler. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß auf einer Seite weniger als 5 Fehler gefunden 
werden? 

Lösung: Die Anzahl der Fehler ist Po (lO)-verteilt. 


ß = 10, P(x < 5) = G (4) = 0,0293 
P(x < 5) = 2,9 % 


LU LD LU LU LAJ I * 

-P(x<5)=G(4)- 
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AUFGABEN 

24.22 Stellen Sie die Poisson-Verteilung mit [i =0,7 grafisch dar. 

24.23 Die Variable jc ist mit jl = 3 Poisson-verteilt. 

Berechnen Sie: 

a) P(x < 2) b) P(x = 5) c) P(x > 2) 

24.24 Die Lackfehler auf einer speziellen Type von Motorgehäusen sind Poisson-verteilt. 

' Über einen längeren Zeitraum wurde eine mittlere Fehleranzahl von 3 Fehlern 
je Gehäuse ermittelt. 

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, auf einem zufällig entnommenen Gehäuse 
a) einen b) mehr als 3 c) weniger als 3 

Lackfehler zu finden. 

24.25 In einer Papierfabrik werden auf 100 m 2 Pergamentpapier 300 zufällig verteilte Fehler 
gefunden. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, auf 1 m 2 Papier 
a) mindestens 2 b) genau 2 c) höchstens 2 

Fehler zu finden? 

24.26 Bei einer Produktion kommt es in 24 Stunden im Mittel zu 1,2 Ausfällen. Berechnen 
Sie die Wahrscheinlichkeit für die Anzahl von 3 Ausfällen in einer Woche (5 Tage zu 
24 Stunden). 

24.27 Bei der Prüfung von 500 Blechen aus einer Fertigung ergaben sich folgende Anzahlen 
✓ von Kratzern je Blech: 


Anzahl der Kratzer 

0123456789 10 

Häufigkeit 

12 46 86 99 99 72 46 23 11 4 2 


a) Berechnen Sie die mittlere Anzahl von Fehlern je Blech! 

b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß auf einem Blech genau 1 bzw. genau 2, 
genau 3 usw. Kratzer sind? 

Setzen Sie dabei voraus, daß die Anzahl der Kratzer je Blech Poisson-verteilt ist, 
wobei der Mittelwert mit dem unter a) berechneten Mittelwert übereinstimmt. 

c) Vergleichen Sie die Daten der Prüfung mit den Werten, die sich aus der Berech¬ 
nung mittels Poisson-Verteilung ergeben. 

24.28 Eine Ware, die 5 % Ausschuß enthält, wird in 100er-Packungen geliefert. Wie groß ist 
die Wahrscheinlichkeit, daß in einer Packung mindestens ein fehlerhaftes Stück auf- 
tritt? 

Simeon Denis Poisson (1781—1840), 

französischer Mathematiker und Physiker, Schüler von Lagrange und 
Laplace. 

Er fand viele Anwendungen der Mathematik in der Physik (Differential¬ 
gleichungen, Potentialtheorie, Wärmeleitung, ...) 

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die „Verteilung der seltenen Ereig¬ 
nisse“ nach ihm benannt. 






25. Normalverteilung 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ zwischen stetigen und diskreten Zufallsvariablen unterscheiden; 

■ die Problemstellung der Normalverteilung erklären; 

■ die Begriffe Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion und Verteilungsfunktion anhand der Normal¬ 
verteilung erklären; 

■ den Einfluß der Parameter Mittelwert ß und Standardabweichung a auf die Lage und Form der 
Verteilungskurve angeben; 

■ den Zusammenhang zwischen den Wahrscheinlichkeiten P(x < x 0 ), P(x > x 0 ) und 
P(x un < x < JC ob ) und der Verteilungsfunktion G(x) der Normal Verteilung erklären; 

■ Normalverteilungen standardisieren; 

■ Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der Tabelle für die Werte G(u) der Verteilungsfunktion und die 
Werte g(u) der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der standardisierten Normalverteilung be¬ 
rechnen ; 

■ die Symmetrie der Normalverteilung für Berechnungen ausnützen; 

■ den Zusammenhang zwischen der Streuung der Fertigung und den Toleranzgrenzen erklären; 

■ angeben, wieviel Prozent der Meßwerte ungefähr innerhalb der Bereiche ß ± er, ß ±2 <j und 
ß ± 3 erliegen; 

■ die Verteilungen der Stichprobenkenngrößen x, s 2 und s beschreiben; 

■ die Bedeutung des Zentralen Grenzwertsatzes erklären; 

■ zwischen Parametern der Grundgesamtheit und Stichprobenkenngrößen unterscheiden; 

■ den Begriff Zufallsstreubereich einer Stichprobenkenngröße erklären; 

■ Zufallsstreubereiche normalverteilter Meßwerte x ermitteln; 

■ Zufallsstreubereiche für Mittelwerte x ermitteln; 

■ Zufallsstreubereiche für die Varianz s 2 bzw. die Standardabweichung s ermitteln; 

■ Vertrauensbereiche für den Mittelwert ß bei bekanntem a ermitteln; 

■ Vertrauensbereiche für den Mittelwert ß bei unbekanntem er ermitteln; 

■ Vertrauensbereiche für die Varianz er 2 und die Standardabweichung er ermitteln. 


Die Normalverteilung heißt auch Gauß-Verteilung. 


Carl Friedrich Gauß (1777-1855), 

„Fürst der Mathematiker“ genannt. 

Mit 19 Jahren wies er nach, daß man ein Siebzehneck mit Zirkel und Lineal 
konstruieren kann. 

In seiner Dissertation lieferte er als erster einen exakten Beweis des Funda¬ 
mentalsatzes der Algebra: „Jede Gleichung n-ten Grades hat genau n Lö¬ 
sungen.“ 

1801 begründete er die Zahlentheorie. 1807 erschien sein richtunggebendes 
Buch „Theorie der Bewegungen der Himmelskörper“. 

Unter der Leitung von Gauß wurde das Königreich Hannover vermessen. 

Um die unvermeidlichen Ablesefehler bei Theodoliten und Fernrohren in 
den Griff zu bekommen, schuf er 1809 die „Ausgleichsrechnung nach der 
Methode der kleinsten Quadrate“. 

1829 erschien wieder ein richtungweisendes Buch: „Allgemeine Untersu¬ 
chungen über gekrümmte Oberflächen“. Riemann, Minkowski und Einstein knüpften an dieses Werk 
an. 

1831 entwickelte er zusammen mit Wilhelm Weber eine Theorie des Erdmagnetismus. 

Gauß veröffentlichte 11 Bände, die bezüglich Inhalt, Strenge und Eleganz der Beweisführung immer 
Vorbild sein werden. 
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25.1 Problemstellung 

Wir haben schon im Abschnitt 22.1 definiert: 


Wenn eine Zufallsvariable in einem Intervall alle Werte annehmen kann, dann be¬ 
zeichnet man sie als stetige Zufallsvariable. 

Für die Praxis ist wichtig: 

Meßwerte können als stetige Zufallsvariablen aufgefaßt werden. Sie sind im allgemeinen 
normalverteilt. 

Die wichtigste Verteilung für stetige Zufallsvariablen ist die Normalverteilung. 

Wenn wir Verteilungen von Meßwerten betrachten, dann erkennen wir, daß deren Histo¬ 
gramme Näherungen von Glockenkurven sind. 



Verteilungen, bei denen g(x) eine Gauß-Glockenkurve ist, heißen Normalverteilungen. 


25.2 Wahrscheinlichkeitsdichte- und Verteilungsfunktion 


Die Gleichung der Glockenkurve lautet: g(x ) = ,— -e 2 ' a ' 

\2n • er 

g(x) heißt Wahrscheinlichkeitsdichte der Normalverteilung mit den Parametern p und er. 


Der Mittelwert p ist ein Parameter der Lage. 

Die Standardabweichung <r ist ein Parameter der Streuung. 

Kleines er bedeutet „schlanke Glockenkurve“, das heißt, die Werte weichen nur wenig vom 
Mittelwert p ab. 

Großes er bedeutet „breite Glockenkurve“, das heißt, die Werte weichen stark vom Mittel¬ 
wert p ab. 
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Für die Normalverteilung mit dem Mittelwert ji und der Standardabweichung er schreibt 
man kurz N(fi, er 2 ). 


Sehr wichtig für die Anwendung ist der Sachverhalt: 


Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Meß¬ 
wert x im Intervall x un < x < x ob liegt, 
ist gleich dem Flächeninhalt über 
diesem Intervall unter der Glocken¬ 
kurve. 


Wie bei den diskreten Verteilungen be¬ 
zeichnen wir die Wahrscheinlichkeit 
P(x < x 0 ), daß ein Meßwert höchstens x 0 
ist, mit G(x 0 ). 

G heißt auch hier Verteilungsfunktion. 

Der Inhalt der schraffierten Fläche ist 
G (x 0 ) = P{* < *o)- 



G (x 0 1 p, ö’ 2 ) ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein zufälliger Wert x kleiner/gleich x 0 ist. 


P{x < x 0 ) = G (x 0 1 p, er 2 ) = 


*0 


5 g(x)-dx 


Wir sagen auch: „ G(x 0 \/i , er 2 ) ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein Meßwert im Intervall 
— oo <x < x 0 liegt“, oder „G(x 0 |/x, er 2 ) ist der Anteil jener Meßwerte einer sehr großen 
Meßreihe, die im Intervall — oo <x < x 0 liegen“. 

Jeder Meßwert liegt zwischen — oo und + oo. Folglich gilt: P(— oo<x< oo) = l 

Die Fläche unter der ganzen Glockenkurve hat den Inhalt 1. 

Ferner gilt: G(— oo) = 0 

G(oo) = l 

Die Glockenkurve ist symme¬ 
trisch, daher gilt: 

P(x<ß)= G (/O = 0,5 

g(x)Ax ist die Wahrscheinlich¬ 
keit, daß ein Meßwert in einem 
(kleinen) Intervall um x mit der 
Breite Ax liegt. 

Bei diskreten Verteilungen ist g(x) die Wahrscheinlichkeit, in der Stichprobe genau x 
fehlerhafte Einheiten bzw. Fehler zu Finden. 

Bei stetigen Verteilungen, also auch bei der Normalverteilung, ist g(x) die Wahrschein¬ 
lichkeitsdichte. 
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Geometrische Bedeutung von jj, und er: 


Die Wahrscheinlichkeitsdichte¬ 
funktion hat bei x = n ihr 
Maximum. 

Die Gerade x = fi ist die Sym¬ 
metrieachse der Glockenkurve. 
Die Wendepunkte der Glocken¬ 
kurve haben die Abszissen 
jj. — er bzw. (i + er. 

Die Wendetangenten schneiden 
die jc-A chse in (ju — 2<r|0) bzw. 
(p + 2 er 10). 



Es gilt: lim g( jc) = 0 und lim g(x) = 0 

x -*■ + OO X 


Der Zusammenhang zwischen der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion g(x) und der Ver¬ 
teilungsfunktion G(x) ist aus der folgenden Abbildung ersichtlich. 



0 x 0 p 


x 


G(x 0 ) kann sowohl als Flächeninhalt unter der Glockenkurve als auch als Höhe der 
S-Kurve dargestellt werden. 


Mit Hilfe der Verteilungsfunktion G können wir die Wahrscheinlichkeit ausrechnen, daß ein 
Meßwert in einem bestimmten Intervall liegt. 

Häufig auftretende Fälle: 

1. P(x < x 0 ) = G (*<>) 2. P(x > x 0 ) = 1 - G Oo) 
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3. P(x un < x < x oh ) = G (x ob ) - G (x un ) 


zwischen jt^ n und x ob g(x) 



G(X 0 b)-G(X un ) 


0 


X 


^ Weil P(x = x 0 ) = 0 für stetige Verteilung gilt, muß nicht zwischen < und < bzw. zwischen 
> und > unterschieden werden. 


25.3 Standardisieren 


Eine Normalverteilung mit den Parametern 


Varianz er 2 = 1 


Mittelwert ju = 0 


heißt standardisierte Normalverteilung und wird kurz mit N( 0,1) bezeichnet. 

Die Werte G(u) sind für u > 0 auf der Seite 44 der Funktionen- und Zahlentafeln tabelliert. 
BEISPIEL 

1. Die Größe u ist standardnormalverteilt. 

Mit Hilfe einer Tabelle sind die folgenden Wahrscheinlichkeiten zu ermitteln: 


a) P(u < -1) 


b) P{ - 1 < u < 1) 


c) P( - 1 < u < 2) 


Lösung: 


a) Wir finden das Argument u = — 1 nicht in unserer Tabelle. 
Wir müssen die Symmetrie der Glockenkurve ausnützen. 



P(u < -1)= G(- 1) = 1 - (7(1) = 1 - 0,84134 = 0,15866 

b) P( — 1 < ii < 1) = 2 • G(l) — 1 = 1,68268 - 1 = 0,68268 

c) P( - 1 < u < 2) = G(2) - G( - 1) = 0,97725 - 0,15866 = 0,81859 


^ Wenig geübten Lesern hilft immer eine Skizze weiter! Die sichere Beherrschung und 
schnelle Durchführung der obigen Rechnungen ist notwendig. 














25. Normalverteilung 


273 


Die Bedeutung der N(0, 1)-Verteilung liegt g(x)' 
darin, daß man jede Normalverteilung N(ß, er 2 ) 
mit dem Mittelwert ß und der Standardabwei¬ 

9(u) 

0=1 

chung er durch die Skalentransformation 

X — fl 


^2\^ 

er 0 

g-3a ' g-c j 

i (i+a (i+3 o 


auf eine N(0, 1)-Verteilung zurückführen kann. -4 -3 -2 -1^=0 1 2 3 


4 


Diesen Vorgang nennt man standardisieren. 


x 

u 



g{ ) ^2n • er 

Wahrscheinlichkeitsdichte: 

Verteilungsfunktion: 

G(x 0 )= \ g(x)dx 

Mittelwert: 

ß 

Varianz: 

G 2 

Standardabweichung: 

G 

Zufallsvariable der standardisierten NV: 

U 


Wenn x eine N(ß, cr 2 )-verteilte Zufallsvariable ist, dann ist u = 
eine N(0, l)-verteilte Zufallsvariable. 

Es bestehen dann die Beziehungen: 




G(x\ß, 


g(x\ß, CT 2 ) 


er 2 ) = G | O- 1 ) = G (“ 


mit g(u 10,1) = — 


Y2n 


In DERIVE stehen uns folgende Funktionen zur Verfügung: 

ERF(uO) berechnet G(u 0 ) der standardisierten Normalverteilung. 

ERFC(uO) berechnet 1 — G(u 0 ) der standardisierten Normalverteilung. 
ERF(u1, u2) berechnet G(u 2 ) — G(u^) der standardisierten Normalverteilung. 
NORMAL(xO, m ct) berechnet G (jc 0 , //, er 2 ). 


ERF(1) 

0.842700 

V(0,1), G(l) 

ERFC( 1 ) 

0.157299 

N{ 0,1), 1 - (7(1) 

ERF(1, 2) 

0.152621 

N(0, 1), G(2) — G( 1) 

NORMAL(75, 60, 10) 

0.933192 

N (60,100), G(75) 


In MATHEMATICA enthält das Paket Statistics'Master' die Funktion 
NormalDistribution [Mittelwert, Standardabweichung] 


Needs["Statistics'Master'"] 


nv = Normal0istribution[0, 1]; 


g - PDF[nv, 0]//N 

0.398942 

G = CDF[nv, 0]//N 

0.5 
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BEISPIELE 

2. Eine bestimmte Größe ist normalverteilt mit einem Mittelwert von 60 mm und einer 
Standardabweichung von 10 mm. 

Zu bestimmen sind: 

a) Höhe y der Glockenkurve an der Stelle x = 75 mm. 

b) Wieviel Prozent der Meßwerte sind höchstens 75 mm? 

Lösung: 

Es liegt die Normalverteilung mit ju= 60 mm und er = 10 mm vor. 

Durch die Transformation u = * ^ ^ ^ — wird die #(60,100) auf die 

standardisierte Normalverteilung N{ 0,1) zurückgeführt. 



Wir sollen g(x = 75) und G(x = 75) ermitteln. 

.... , ,. . x — 60 75 - 60 

Wir standardisieren: u = ——— u = ——— = 1,5 

a ) g(*) = folglich y = = ° ,( |q 3Q =0,0013 Höhe = 0,0013 mm 

b) P(x< 75) = G (x = 75) = G (u = 1,5) = 0,93319 P(x< 75 mm) = 0,93319 


3. 


Wir betrachten eine Fertigung von Achsen, deren Masse normalverteilt ist mit einem 
Mittelwert fi = 50,0 g und einer Standardabweichung er = 0,1 g. 

Wie groß ist der Anteil der Achsen, deren Masse innerhalb (50,1 ±0,15) g liegt? 


Lösung: NY mit ji = 50 g und er = 0,1 g. 


Gesucht ist P (49,95 g < x < 50,25 g) = G(w ob ) - G(u un ). 


x — ju 

CF 


^ob 


U 


un 


50,25 g - 50 g 

0,1g 

49,95 g - 50 g 

0,1g 



-0,5 



P = G (2,5) + G (0,5) - 1 = 0,99379 + 0,69146 - 1 

P (49,95 g < x < 50,25 g) = 68,5 % 
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Gegeben ist eine normalverteilte Produktion mit dem Mittelwert ß und der Standard¬ 
abweichung er. 

Zu berechnen sind: 

a) P(ß - g < x < ß + cf) 

b) P(ß — 2 ■ cf < x < ß + 2 - cf) 

c) P (ß — 3 • cf < x < ß + 3 • cf) 

Lösung: 

a) P(ß-G< x< ß + o) = G(ß + er)- G(ß- o) = G( 1) - G(-1) = 2 • G(l)-1 

= 1,68264 - 1 = 0,68264 

b) P(ß-2-cF<x< ß + 2-(j)= G(2) — G ( — 2) — 2 • G (2) — 1 — 1,95450 — 1 

= 0,95450 

c) P(/z - 3 -<t< jc< ß + 3-cj) = G(3) - G(- 3) = 2-G(3) - 1 = 0,99730 


Man kann bei einer N(ß, a 2 )-verteilten Grundgesamtheit erwarten, daß etwa 

68 % aller Werte zwischen ß — er und ß + g 

95,5 % aller Werte zwischen ß — 2 ■ g und ß + 2 • g 

99,7 % aller Werte zwischen ß — 3 • g und ß + 3 • g liegen. 





Nur 0,3 % aller Werte einer N(ß, cr 2 )-verteilten Zufallsvariablen liegen außerhalb 
des 3 cr-Doppelstreifens. 

Dies bedeutet für die Genauigkeit eines Produktionsprozesses: 1 

Wenn die Toleranz kleiner als ±3 er ist, dann muß es mehr als 0,3% Ausschuß 

geben. 


AUFGABEN 

25.01 Die Größe u ist standardnormalverteilt. 

Ermitteln Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe einer Tabelle, 
a) P{u < -0,8) b) P(u < -2,5) 

c) P(u< -1,5) d) P{u> 0,72) 

e) P{u > -1,2) 0 P(u > -2,2) 

g) P(0,2 < u < 1,8) h) P( - 0,3 < u < 0,8) 

25.02 Berechnen Sie für eine N( 72; 25)-verteilte Zufallsvariable x : 

,ö P(x < 82) b) P{x > 75) c) P(x > 60) 

d) P( \x-ß\<3) © P(70 < jc < 80) f) P(68 < x < 74) 


Hier werden nur die zufälligen Schwankungen, jedoch nicht die systematischen Schwankungen (durch 
nachzuweisende Ursachen bedingt) berücksichtigt! 
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25.03 Die Länge von Wellen ist normalverteilt mit fi = 115,6 mm und er = 0,4 mm. 
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Länge der Wellen 
a) größer als 116 mm ist? b) kleiner als 115 mm ist? 

c) zwischen 115 mm und 116 mm liegt? 

25.04 Zeichnen Sie die Kurven der folgenden Normalverteilungen: 
a) ß = 80; er = 10 b) p = 140; er = 20 

c) p = —250; er = 50 d) a = 32,5; er = 6,2 


25.4 Verteilungen von Stichprobenkenngrößen 
Problemstellung 

Wir betrachten eine normalverteilte Produktion mit den bekannten Parametern Mittelwert p 
und Standardabweichung er. 

Dieser Produktion werden viele Stichproben jeweils vom Umfang n entnommen. 

Von jeder Stichprobe wird eine Stichprobenkenngröße bestimmt (z. B. x, x, s 2 , s, R). 

Diese Stichprobenkenngrößen hängen von der Stichprobe und damit vom Zufall ab. 

Wir können daher die Stichprobenkenngrößen als Zufallsvariablen auffassen, die bestimmten 
Verteilungen gehorchen. 

Die Verteilung der Merkmalswerte und das Spiel des Zufalls können wir mit Hilfe der 
Spielmarkenschachtel studieren. 

Die Spielmarkenschachtel enthält eine große Anzahl von Spielmarken, auf jeder Spielmarke 
ist ein „Meßwert“ markiert. Die Spielmarken repräsentieren somit eine bekannte Meßwert¬ 
verteilung. Die Häufigkeiten der einzelnen „Meßwerte“ sind so gewählt, daß die „Meß¬ 
werte“ normalverteilt sind. 

Aus dieser Normalverteilung können wir viele Stichproben entnehmen. Wir ziehen 40 Stich¬ 
proben, jeweils vom Umfang n = 5, und bestimmen deren Kenngrößen x , s 2 und 5. 


Verteilung der Mittelwerte x 


Aus dem Modellversuch mit der 
Spielmarkenschachtel sehen Sie, 
daß die Mittelwerte um den glei¬ 
chen Wert wie die Meßwerte 
streuen, aber wesentlich weniger. 

Wir berechnen von den Meß¬ 
werten des Spielmarkenversuchs 
und von den 40 Mittelwerten x 
den Mittelwert und die Standard¬ 
abweichung aus Stichproben vom 
Umfang n = 5. 



6 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 T 



0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 x 
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Wir erhalten: 



Mittelwert 

Standardabweichung 

X 

46,58 

9,229 

X 

48,47 

4,823 


Wir erkennen: 

Die Mittelwerte von x und x sind ungefähr 
gleich groß. 

Die Standardabweichung der Mittelwerte 
x ist ungefähr halb so groß wie die der 
Meßwerte x. 


Wenn die Meßwerte x normalverteilt sind mit ju x = n und o x = er, 

so sind die Mittelwerte jc von Stichproben des Umfangs n normalverteilt mit: 


Hx = ßx = ß und 



Beachten Sie: 

1. Bei der Mittelwertbildung x = 




werden im allgemeinen ein paar „zu kleine“ und 

ein paar „zu große“ Werte addiert. Daher heben die Abweichungen einander teilweise 
auf. 


2. Die Mittelwerte x streuen weniger als die Meßwerte x. 

Das heißt, die Mittelwerte x hängen mehr von der Produktion und weniger vom Zufall 
ab. 

Darum begnügt man sich in der Praxis fast nie mit einem einzelnen Meßwert, sondern 
bestimmt den Mittelwert von n Messungen. 

3. Wenn der Stichprobenumfang n vervierfacht wird, so wird <7* halb so groß wie cr x 


BEISPIEL 

1. Eine normalverteilte Fertigung von Widerständen mit dem mittleren Widerstand von 
50 kQ und der Standardabweichung von 1 kH soll geprüft werden. Dazu werden fünf 
Widerstände gemessen. 

Zwischen dem Lieferanten und dem Abnehmer ist vereinbart, daß die Lieferung ange¬ 
nommen werden kann, wenn der Mittelwert x der fünf Widerstände größer als 49k£2 
ist. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß diese Lieferung angenommen werden kann? 


Lösung: 


ji = 50 kQ 
x gehorcht 


cr = lkD n = 5 P(x>49kf2) = l-G(x = 49kf2) 



-3 -2 -1 6 12 3 ' u(x) 
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- , _ • , , , x „n-ür 49 kQ — 50 kQ 

x un = 49 kQ entspricht daher u un = ^ m —— =-tf=—-- = —2,24 

q* 1/1/5 kQ 

Daher erhalten wir: 

P(x > 49 kQ) = 1 — G{u = -2,24) = 1 - (1 - G(u = 2,24)) 

= G(w = 2,24) = 0,98746 

Die Lieferung wird mit fast 99%iger Wahrscheinlichkeit angenommen. 


Verteilung der Varianz s 2 und Verteilung der Standardabweichung s 

Aus dem Modellversuch mit der Spielmarkenschachtel sehen wir, daß weder die Werte der 
Varianz s 2 noch die Werte der Standardabweichung s symmetrisch verteilt sind. Daher sind 
sie sicher nicht normalverteilt. 





0 5 10 15 20 25 30 s 


l = | g | g | g,= | g=, , , , 

0 50 100 150 200 250 300 s 2 


Wenn wir aus einer Stichprobe vom Umfang n die Varianz s 2 bestimmen und daraus die 

s 2 

Prüfgröße x 2 = (n — 1) 

berechnen, so gehorcht diese Prüfgröße einer ^-Verteilung m it /= n — 1 Freiheits¬ 
graden. .. } 


Die ^ 2 -Verteilung ist eine asymmetrische (linkssteile) Verteilung. 



25.5 Zentraler Grenzwertsatz 


Im letzten Abschnitt haben wir stets vorausgesetzt, daß die Meßwerte normalverteilt sind. 
Wir haben festgestellt, daß die Mittelwerte x weniger streuen als die Meßwerte x. 

Ein weiterer Vorteil der Mittelwerte x liegt darin, daß sie auch dann (näherungsweise) 
normalverteilt sind, wenn die Meßwerte nicht normalverteilt sind. 


Der zentrale Grenzwertsatz der Statistik besagt, daß die Mittelwerte x aus einer hin¬ 
reichend großen Stichprobe von beliebig verteilten Werten jc normalverteilt sind. 

Dabei gilt wieder: = {L x und <77 = - 7 ^- 

]/n 


X 2 wird gesprochen „Chi-quadrat“. 
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Die Näherung durch die Normalverteilung ist um so besser, je größer der Stichprobenum¬ 
fang n ist und je ähnlicher die Verteilung der Meßwerte der Normalverteilung ist. 

Für die Praxis gilt: 

Unabhängig von der Verteilung der Meßwerte sind Mittelwerte aus Stichproben vom 
Umfang « > 5 normalverteilt. 


25.6 Zufallsstreubereiche normalverteilter Meßwerte x 
Problemstellung 

Von einer Produktion sind der Mittelwert p und die Standardabweichung o der Meßwerte 
bekannt. 

Dieser Produktion wird eine Stichprobe vom Umfang n entnommen. 

Aufgrund der zufälligen Entnahme lassen sich die Stichprobenergebnisse x nicht Vorher¬ 
sagen. Wir können zunächst nur sagen, daß die Stichprobenergebnisse x streuen. 

Mittelwert p. und 

PRODUKTION J Standardabweichung g 
__bekannt 

DIREKTER SCHLUSS 

Stichprobe (^%^züfa^streubere^) ®^g^°^f nwerte x 
Sinnvoll ist die Fragestellung: 

In welchem Bereich werden aufgrund der zufälligen Streuung z. B. 95 % der x- Werte 
liegen? 

Dieser Bereich heißt 95%-Zufallsstreubereich. 

5 % der x-Werte liegen außerhalb des 95%-Zufallsstreubereichs. 

Wir sagen: Das Irrtumsniveau oc beträgt 5 %. 

Üblich sind a = 5 % und a = 1 %. 


Im (1 — a)-Zufallsstreubereich für x wird ein Anteil (1 — oc) der Meßwerte x liegen. 

Oder anders ausgedrückt: 

Im (1 —a)-Zufallsstreubereich für x liegt jeder Meßwert x mit einer Wahrscheinlichkeit 
P=\-a. 


Zufallsstreubereiche können auf verschiedene Arten abgegrenzt werden: 



zweiseitig abgegrenzter 
(1 — a)-Zufallsstreubereich 



einseitig nach oben 
abgegrenzter 

(1 — a)-Zufallsstreubereich 



einseitig nach unten 
abgegrenzter 

(1 — a)-Zufallsstreubereich 
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Zweiseitig abgegrenzte Zufallsstreubereiche 

Am oberen und am unteren Ende wird je ein Zipfel abgeschnitten, dessen Anteil oc/2 
beträgt. 

Einseitig nach oben abgegrenzte Zufallsstreubereiche 

Am oberen Ende wird ein Zipfel mit dem Anteil a abgeschnitten. 

Einseitig nach unten abgegrenzte Zufallsstreubereiche 

Am unteren Ende wird ein Zipfel mit dem Anteil a abgeschnitten. 


Zweiseitig abgegrenzte Zufallsstreubereiche normalverteilter Meßwerte 

BEISPIEL 

1. Wir betrachten eine Produktion von Bolzen. Die Längen sind normalverteilt mit einem 
Mittelwert /i = 100 mm und einer Standardabweichung o = 0,3 mm. 

In welchem Bereich liegen 95 % der Meßwerte? 

Lösung: 

Wegen der zweiseitigen Fragestellung berechnen wir den zweiseitig abgegrenzten 
95 %-Zuf allsstreubereich. 



Meßwerte sind stetig verteilt. Daher können wir unten und oben jeweils einen 
Zipfel von genau a/2 abschneiden. 

Wir können alle Normalverteilungen N(/i, er 2 ) auf die Standardnormalverteilung 
N( 0,1) zurückzuführen. Wir bestimmen daher zunächst für diese spezielle Normal¬ 
verteilung den 95 %-Zufallsstreubereich. 



Es gilt: G (w un ) = a/2 = 0,025 und G (w ob ) = 1 - a/2 = 0,975 
Wegen der Symmetrie der Glockenkurve gilt: u un = — u ob 

Folglich gilt für alle u, die im zweiseitig abgegrenzten (1 —a)-Zufallsstreubereich 
liegen: - «i - «/2 < u < _ a/2 

In der Tabelle auf Seite 42 der Funktionen- und Zahlentafeln können wir die Schwel¬ 
lenwerte _ a /2 in Abhängigkeit von 1 — a/2 ablesen. 

1-CC => Wi_a/2 

0,95 ^ 1,960 


95 % der t/-Werte liegen also im Bereich —1,96 < u < 1,96 
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Aus dem Zufallsstreubereich für u können wir nun den Zufallsstreubereich für x 
bestimmen. 


Aus der Zeichnung 
erkennen wir: 

*un = ß — 1,96 a und 
x ob = ß + 1,96 g 


95 % der Meßwerte x 

liegen im Bereich 

fi —1,96 g< x<[i+ 1,96 er 



-1,96=u un -1 0 


1 1,96=u 0 b 4 u 


95 % der Meßwerte x (Bolzenlänge) liegen im Bereich 

100 - 1,96 0,3 <x< 100 + 1,96 • 0,3 99,41 mm<x< 100,59 mm 


s 


Allgemein gilt: fi - u^ a/2 - g < x < ß + u^_ a/2 - g 

Interpretation der Formel: 

1. Die x-Werte streuen um fi. 

2. Die x-Werte streuen um so mehr, je größer g ist. 


Einseitig abgegrenzte Zufallsstreubereiche normalverteilter Meßwerte 

BEISPIEL 

2. Der mittlere Achsendurchmesser beträgt 30,0 mm, die Standardabweichung ist 
0,05 mm. Wie groß sind 99 % der Achsendurchmesser höchstens? 

Lösung: 

ji = 30,000 mm g = 0,05 mm a = 0,99 

Wegen der einseitigen Fragestellung („höchstens“) berechnen wir den einseitig nach 
oben abgegrenzten 99%-Zufallsstreubereich. 
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Aus der Zeichnung ersehen wir, daß x ob = n + m 0j 99 • er ist. 

Unserer Tabelle (Funktionen- und Zahlentafeln, Seite 42) entnehmen wir: 

1 — a = 0,99 => = 2,326 

Wir setzen in obige Formel ein und erhalten: 

Xob. eins = 30,000 + 2,326 • 0,05 = 30,116 

Der einseitig nach oben abgegrenzte 99%-Zufallsstreubereich lautet: x < 30,12 mm 

MATHEMATICA 

Needs["Statistics'Master'"] 
nv = NormalDistribution[30, .05]; 

xobeins99 = Quantilefnv, .99] 30.1163 


Einseitig nach oben abgegrenzter (1 — a)-Zufallsstreubereich von 
X ^ Xofy e i ns X 0 b t e j ns = fl T U\ _ a CT 

Einseitig nach unten abgegrenzter (1 -a)-Zufallsstreubereich von x: 

X ^ X un> e i ns X U n 5 eins = ß Mi _ « ‘ CF 


AUFGABEN 

25.05 Die Größe u ist standardnormalverteilt. 

Wie groß muß c sein, damit gilt: 

a) P(u <c) = 0,20 b) P(u < c) = 0,80 

c) P( — c < u < c) = 0,50 d) P(u < c) = 0,60 

25.06 Bei einer beherrschten Fertigung von Bolzen ist deren Länge normalverteilt mit 
li = 80,0 mm und er = 0,2 mm. 

Berechnen Sie die Grenzen und die Breiten des 

a) 95%-Zufallsstreubereiches der Meßwerte; 

b) 99%-Zufallsstreubereiches der Meßwerte. 

25.07 Angabe wie von 25.06. 

a) Wie lang sind 95 % der Bolzen höchstens? 

b) Wie lang sind 80% der Bolzen mindestens? 

25.08 Eine Abfüllung wird mit ^ = 500 g und er = 2 g normalverteilt durchgeführt. 

Innerhalb welcher Grenzen liegen 95 % der Abfüllungen? 


25.7 Zufallsstreubereiche für Mittelwerte x 

Im Abschnitt 25.4 haben wir gesehen: 


Wenn wir aus einer normalverteilten Grundgesamtheit mit dem Mittelwert fi und der 
Standardabweichung er Stichproben des Umfangs n ziehen, dann sind die aus den Stich¬ 
probenwerten jc berechneten Mittelwerte x auch normalverteilt, und zwar mit 

dem Mittelwert = fi 

der Standardabweichung er^ = <j/][n 
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Jedem dieser Werte x der Stichproben entspricht daher eine standardisierte Größe: 

n~ = Enä = EzJL = EhJL i, 




Wir gewinnen die Formeln für den 

(1 —a)-Zufallsstreubereich für den Mittelwert x 

indem wir in den Formeln für den Zufallsstreubereich für die Meßwerte x die Standard¬ 
abweichung er durch er /]fn ersetzen. 


Zum Beispiel: fi — u A _ a/2 • a < x < fi + _ a/2 ■ a 

fl - Ml - a /2 • ct/Vw < X < fi + _ a /2 • a/fn 


(1 — a)-ZufalIsstreubereiche für Mittelwerte x 
Zweiseitig abgegrenzt: x un < x < x ob 


x un ~ ^ U\ — a/2 ’ — 

y« 

Einseitig nach oben abgegrenzt: x < jc obi eins 


Einseitig nach unten abgegrenzt: x >x U n,eins 


Xob = ß + U-[ _ a /2 * ~j= 

Mn 

g 

ob, eins ' ^1 — a " — 

V« 

_ a 

*un, eins u \ - <x’ — 

|/h 


BEISPIELE 

1. Eine Charge elektrischer Widerstände ist normalverteilt mit fi = 100 Q und er = 7 £2. 

Aus dieser Charge wird eine Stichprobe vom Umfang n = 25 geprüft. Wie groß wird x 
höchstens sein, wenn wir eine Irrtumswahrscheinlichkeit von oc=l % annehmen? 

Lösung: 

fi = 100 er = 7 n =25 a = 0,01 

Wegen der einseitigen Fragestellung („höchstens“) berechnen wir den einseitig nach 
oben abgegrenzten 99%-Zufallsstreubereich. 

Es gilt: X 0 b,eins = fl + Wi-a- 

Mn 

In der Tabelle, Seite 42 der Funktionen- und Zahlentafeln, lesen wir ab: 

1 — ol = 0,99 => u x _ a = 2,326 

Wir erhalten: 

x„ b , eins = 100 + 2,326 • 7/1/25" x ob , eins = 103,3 

Der einseitig nach oben abgegrenzte 99%-Zufallsstreubereich lautet: x < 103,3 Q 


2. In einer Fertigungsabteilung werden Bolzen hergestellt. Wenn die Drehmaschine, mit 
der diese Bolzen gefertigt werden, korrekt eingestellt ist, sind die Durchmesser der 
Bolzen normalverteilt mit dem Mittelwert 10,00 mm und der Standardabweichung 
0,1 mm. Die Standardabweichung bleibt erfahrungsgemäß über lange Zeit konstant. 
Der Mittelwert muß aber überwacht werden. Abweichungen können sowohl nach 
oben als auch nach unten auftreten. 
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Hiezu werden stündlich Stichproben vom Umfang n = 10 entnommen, die Durch¬ 
messer gemessen und der Stichprobenmittelwert berechnet. 

In welchem Bereich liegen die Stichprobenmittelwerte bei einem Irrtumsniveau von 
1 %, wenn der Automat korrekt eingestellt ist? 

Lösung: 

li = 10,00 mm cf = 0,1 mm « = 10 a = 0,01 

Wegen der zweiseitigen Fragestellung berechnen wir den zweiseitig abgegrenzten 
Zufallsstreubereich. 

Aus der Tabelle, Seite 42 der Funktionen- und Zahlentafeln, lesen wir ab: 

1 — oe = 0,99 => u x _ a/2 = 2,576 

Wir erhalten: 10,00 - 2,576 • 0,1/yiÖ < x < 10,00 + 2,576 • 0,1 /fTo also 

9,91 mm < 10,08 mm 


AUFGABEN 

25.09 Angabe wie in 25.06. 

Berechnen Sie die Grenzen und die Breite des 

a) 95 %-Zufallsstreubereichs b) 99%-Zufallsstreubereichs 

für die Mittelwerte von Stichproben vom Umfang n = 20. 

25.10 Betonplatten werden beherrscht gefertigt. Die Druckfestigkeit ist normalverteilt mit 
fi = 1400 N/mm 2 und er = 20 N/mm 2 . 

Berechnen Sie die Grenzen für den 95%-Zufallsstreubereich für die 

a) Meßwerte, 

b) Mittelwerte von Stichproben vom Umfang n =32. 

25.11 Bei einer beherrschten Fertigung ist eine Größe mit fi = 150 mm und er = 3 mm normal¬ 
verteilt. Der Stichprobenmittelwert x soll höchstens 151 mm betragen. 

Wie groß muß, bei a = 5 %, n mindestens sein? 


25.8 Zufallsstreubereiche für die Standardabweichung s 

Im Abschnitt 25.4 haben wir gesehen: 

Wenn wir aus einer normalverteilten Grundgesamtheit mit dem Mittelwert fi und der Stan¬ 
dardabweichung a Stichproben des Umfangs n ziehen, dann sind die aus den Stichproben¬ 
werten x berechneten Größen s 2 und s nicht symmetrisch verteilt, also sicher nicht normal¬ 
verteilt. 

Vielmehr gilt: 


*3 

Die Prüfgröße x 2 — ( n — V '~^2 lsi Z 2 -verteilt mit dem Freiheitsgrad /=« — !. 


Die einseitigen oberen Schwellenwerte X 2 n- finden wir in der Tabelle auf 
Seite 49 der Funktionen- und Zahlentafeln. 

Einfachheitshalber arbeiten wir mit der sogenannten ir-Tabelle auf Seite 46 der Funktionen- 
und Zahlentafeln. 
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Dort sind die Werte K ün und /c ob , die sich aus 
n und 1 —a (bzw. 1 —a/2) angeführt. 



usw. ergeben, als Funktion von 


zweiseitig j _ a 
einseitig j 

^ * K~ un ^ob 

Mit ihrer Hilfe können wir die Zufallsstreubereiche von 5 und damit auch von s 2 berechnen. 


(1 — a)-Zufallsstreubereiche für die Standardabweichung s 


Zweiseitig abgegrenzt 1 : 

5 un < 5 < S ob 

er 

^un = ^ob ==: 

O 



Kob 

Kun 

Einseitig nach oben abgegrenzt: 

$ ^ *$ob, eins 

^ob, eins = 

<7 

Kun, eins 

Einseitig nach unten abgegrenzt: 

S > Sun, eins 

*^un, eins 

<7 




Kob, eins 


BEISPIELE 

1. Wir betrachten eine Produktion von Bolzen. Deren Längen sind normalverteilt mit 
einer Standardabweichung er = 0,3 mm. Dieser Produktion sollen Stichproben, jeweils 
vom Umfang n = 13, entnommen werden. Die Grenzen des 95%-Zufallsstreubereichs 
der Standardabweichung s sind zu berechnen. 

Lösung: 

Zweiseitig abgegrenzter 95 %-Zufallsstreubereich von 5 : -< s <- 

K"ob K'un 

Wir entnehmen der Tabelle auf Seite 46 der Funktionen- und Zahlentafeln für 
(1 — a) zweiseilig = 0,95 und « = 13 die Werte: /c un = 0,72 und /c ob = 1,65 

Wirerhalten: -zttt < s < und damit 0,181 mm< s <0,4167 mm 

1,65 U ,/Z 

Der zweiseitig abgegrenzte 95%-Zufallsstreubereich von s lautet: 

0,181 mm < s < 0,417 mm 

2. Wir betrachten eine Produktion von Bolzen. Deren Längen sind normalverteilt mit 
einer Standardabweichung <j = 0,3 mm. 

Dieser Produktion sollen Stichproben, jeweils vom Umfang n = 13 entnommen 
werden. 

Wie groß kann bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von a = l% die Standard¬ 
abweichung dieser Stichproben höchstens werden? 

Lösung: 

Wegen der einseitigen Fragestellung („höchstens“) ermitteln wir den einseitig nach 
oben abgegrenzten Zufallsstreubereich. 

——— mit 0 = 0,3 und /c un> eins = 0,68 (S. 46 der Funktionen-und Zahlentafeln) 

K* U n, eins 

Der einseitig nach oben abgegrenzte 99%-Zufallsstreubereich von s lautet: 

s < 0,442 mm 


1 Beachten Sie: Wenn wir durch den kleineren Wert K un dividieren, dann erhalten wir den größeren 
Wert s ob . 
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AUFGABEN 

25.12 Angaben wie in 25.06. 

Berechnen Sie die Grenzen und die Breiten des 

a) 95%-Zufallsstreubereichs b) 99%-Zufallsstreubereichs 

der Standardabweichung s für Stichproben vom Umfang n = 25. 

25.13 Die Reißkraft von Drähten ist normalverteilt mit ^ =90 N und o = 10 N. 

Es werden viele Stichproben vom Umfang n = 13 entnommen. 

Welche Grenze von s wird nur in 5 % aller Entnahmen überschritten? 

25.14 Wir betrachten wieder unsere Fertigung von Bolzen, deren Durchmesser normal¬ 
verteilt sind mit ß = 10,00 mm und er = 0,1 mm. 

Es werden stündlich Stichproben vom Umfang n = 10 entnommen. 

a) In welchen Grenzen liegen die Werte für s, wenn man a = 5 % annimmt? 

b) Welchen Wert nimmt s höchstens bei a = 5 % an? 


25.9 Vertrauensbereiche für den Mittelwert /# 

Problemstellung 

Wir betrachten eine beherrschte Fertigung von Bolzen. 

Die Einstellung, der Mittelwert ß des Bolzendurchmessers, soll überwacht werden. 

Zur Überwachung ziehen wir Stichproben vom Umfang n und messen die Bolzendurch¬ 
messer und berechnen jeweils x. 

Der Mittelwert x ist sicher ein mehr oder minder guter, vom Zufall abhängiger Schätzwert 
für den uns nicht bekannten Mittelwert ß unserer, bezüglich des Bolzendurchmessers 
normalverteilten, Produktion. 

Es ist nun sinnvoll nach dem Bereich zu fragen, in dem der Mittelwert ß unserer Produk¬ 
tion mit der Wahrscheinlichkeit 1 — cc (a = Irrtumswahrscheinlichkeit) liegt. 

Dieser Bereich heißt (1 — a)-Vertrauensbereich des Parameters ß. 

1 —oc heißt Vertrauensniveau. 


(1-a) 

Grundgesamtheit C Vertrauensbereich von p unbekannt 


INDIREKTER 


Stichprobe 


SCHLUSS 


n und x bekannt 


Wir unterscheiden: 

zweiseitig abgegrenzte Vertrauensbereiche, z. B.: 95 mm < ß < 97 mm 
einseitig nach oben abgegrenzte Vertrauensbereiche, z. B.: ß < 1,23 kg 
einseitig nach unten abgegrenzte Vertrauensbereiche, z. B.: ß > 120 Q 

Beachten Sie: Zufallsstreubereich der Stichprobenkenngröße x, 

Vertrauensbereich des Grundgesamtheits-Parameters ß. 

Bei der Berechnung der Grenzen der Vertrauensbereiche für ß unterscheiden wir die Fälle: 
(1) o bekannt, (2) a unbekannt. 
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Vertrauensbereiche für den Mittelwert // bei bekanntem a 

Die Grenzen des zweiseitig abgegrenzten (1 — a)-Vertrauensbereichs können wir leicht 
berechnen: 

Die Mittelwerte x aus Stichproben vom Umfang n einer N{ß, cr 2 )-verteilten Grund¬ 
gesamtheit sind N(ß, a 2 /«)-verteilt. 

Folglich gilt: 

P(ß - Mi_«/2• a/Yn <x < fi + U\ _ a /2■ a/Yn) = 1 - a 

Durch Umformen erhalten wir: 

p(x — M t _ a/2 • a/Yn < jli <x + Ui _ a/2 • a/Yn) = 1 — a 

Der zweiseitig abgegrenzte (1 — a)-Vertrauensbereich für ß bei bekanntem o lautet somit: 

X - M : _ ^2 ' G/Yn < ß < X + U-[ _ a/2 * g/yü~ 

Zufallsstreubereich: ß — u x _ a/2 - a/]/n^ < /z -h Mi _ a / 2 ' cr/l/zT 
Vertrauensbereich: 3c — M! _ a/2 • a/]/f7 < < 3c + M! _ a/2 • a/Yn 

Gleicher Aufbau der Formeln mit Vertauschung von je und ß. 


Entsprechende Überlegungen gelten für die einseitig abgegrenzten Vertrauensbereiche. 


(l-a)-Vertrauensbereiche für den Mittelwert ß bei bekanntem a 

Zweiseitig abgegrenzt: ß un < ß< ß oh 


ßun =x - u^r a/Tn 

ßob =X + Mi _ a /2 * a/Yn 

Einseitig nach oben abgegrenzt: ß < ß ob 

ßob =x + Mi _ a • a/Yn 

Einseitig nach unten abgegrenzt: ß > ß un 

ßun =X — Ml _ a • a/Yn 


BEISPIEL 

1. Wir betrachten eine beherrschte Fertigung von Bolzen. 

Die Durchmesser sind normalverteilt mit <7 = 10,03 mm. 

Zur Überprüfung der Maschine wird eine Stichprobe von 20 Bolzen entnommen mit 
dem Ergebnis: n = 20 x = 10,05 mm s = 0,052 mm 

In welchen Grenzen wird der Durchmesser ß der betrachteten Bolzen liegen, wenn wir 
das Vertrauensniveau 1 — a = 0,95 wählen? 

Lösung: 

Wegen der zweiseitigen Fragestellung berechnen wir den zweiseitig abgegrenzten Ver¬ 
trauensbereich. 

ßun = X Mi _ a/2 ’ 

ß ob =x + U\ _ a/2 * a/Yn (Tabelle Seite 42 der Funktionen- und Zahlentafeln) 

Mi -a/2 = 1,960 U\ _ a/2 ‘ a/Yn = 1,96-0,03/^20 = 0,013148 

ß = 10,05 ± 0,0131 


10,036 mm < ß < 10,064 mm 
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AUFGABEN 

25.15 Es liegt eine normalverteilte Grundgesamtheit vor, aus der eine Stichprobe vom Um¬ 
fang n entnommen wird. Von dieser Stichprobe werden x und s berechnet, 
a) Der entsprechende (1 — oc)-Vertrauensbereich für // ist zu berechnen: 



G 

n 

X 

s 

a 

(1) 

0,13 

32 

8,4 

0,09 

5% 

(2) 

2,5 

20 

164 

3,1 

1% 

(3) 

40 

80 

14000 

35,8 

5% 

(4) 

0,05 

13 

50,2 

0,042 

1% 


b) Berechnen Sie mit diesen Angaben jeweils den einseitig nach oben abgegrenzten 
(1 — oc)-Vertrauensbereich für fi. 


c) Berechnen Sie mit diesen Angaben jeweils den einseitig nach unten abgegrenzten 
(1 — a)-Vertrauensbereich für fi. 

25.16 Bei einer Fertigung von Bolzen sind deren Längen normalverteilt. 

Für eine Stichprobe vom Umfang n = 20 erhalten Sie den 95 %-Vertrauensbereich 
148,3 mm < 149,1 mm. 

Wie breit ist etwa der Vertrauensbereich, wenn Sie mit n = 40 arbeiten? 

25.17 Angabe wie 25.16. 

Bei der nächsten Prüfung fordern wir eine größere Genauigkeit; die Breite des Ver¬ 
trauensbereichs soll halbiert werden. Wie groß muß n etwa gewählt werden? 


Vertrauensbereiche für den Mittelwert /i bei unbekanntem <r 

Meistens wissen wir von der Produktion nur, daß sie normalverteilt ist. Wir kennen weder 
ihren Mittelwert fi noch ihre Standardabweichung <x 

Es bleibt uns nur der Ausweg, das er der Grundgesamtheit durch die Standard¬ 
abweichung 5 der gezogenen Stichprobe zu schätzen. 


Weniger Information bedeutet natürlich, daß der Vertrauensbereich für fi in diesem Fall 
größer wird als bei bekanntem er. 

In der Formel x — u x _ a/2 - o/j fn < fi <x + u 1 _ a/2 - er/]/« tritt 5 anstelle von er und ein 
Faktor /„_ 1;1 _ a/2 anstelle von u t _ a/2 . 

Somit: x — t n -v,i-cc/2’ s/] fn < ß <x + /„_i ; i_ a / 2 ' s/]fn 

t n -i i-a/2 ist der (1 — a/2)-Schwellenwert der t- Verteilung mit dem Freiheitsgrad 
/=«-!• 

Aus der folgenden Abbildung ist zu ersehen, daß die /-Verteilung ähnlich wie die 
N( 0,1)-Verteilung verläuft. 

Der Mittelwert der /-Verteilung 

beträgt 0, ihre Varianz ———. 

n — 2 

Für n = 1 und n = 2 hat die 
/-Verteilung keine Varianz. 



x 
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/heißt Freiheitsgrad und ist vom Stichprobenumfang abhängig: /= n — 1 


Für immer größer werdende n geht die /-Verteilung in die standardisierte Normal¬ 
verteilung über. 


(l-a)-Vertrauensbereiche für den Mittelwert // bei unbekanntem <t 

Zweiseitig abgegrenzt: ji un < ji < ß ob 


/Zun = X —i;i — a /2* s/fn 

fl ob =X + t n _ i; 1 _ a/2 * s/fn 

Einseitig nach oben abgegrenzt: ju < fi oh 

JJ, ob =X + — a/2 * s/fn 

Einseitig nach unten abgegrenzt: fi > 

J5 

II 

X\ 

1 

1 

R 

Ti 


Wenn wir a durch 5 ersetzen, müssen wir die Faktoren Wi_ a / 2 > •.. durch die größeren 
Faktoren / w _ 1 ; 1 _a/2» • • • ersetzen. 

Für n < oo gilt: /„_ 1;G > u G Für n = oo gilt: /„_ 1;G = u G 

Wenn <j unbekannt ist, haben wir weniger Information über die Grundgesamtheit. Daher ist 
der Vertrauensbereich bei unbekanntem o breiter als bei bekanntem er. 

Die /-Werte entnehmen wir der Tabelle auf Seite 48 der Funktionen- und Zahlentafeln. 

Beim zweiseitigen Fall können wir entweder mit (1 — a)-zweiseitig oder mit (1 — oc/2)- 
einseitig arbeiten. .. .* 

BEISPIEL 

2. Wir betrachten eine beherrschte Fertigung von Bolzen. 

Die Durchmesser sind normalverteilt. 

Zur Überprüfung der Maschine wird eine Stichprobe von 20 Bolzen entnommen. 
Ergebnis der Prüfung: n = 20 x = 10,05 mm s = 0,052 mm 

In welchen Grenzen wird der Durchmesser fi der Bolzen bei der betrachteten Ferti¬ 
gung liegen, wenn wir das Vertrauensniveau 1 — a = 0,95 wählen? 

Lösung: 

Zweiseitige Fragestellung, daher zweiseitig abgegrenzter Vertrauensbereich. 

<7 ist nicht bekannt, daher /-Verteilung. 

jj, un = x — t„- i ; i _ o /2 • s/Yn (Tabelle auf Seite 48 der Funktionen- und Zahlentafeln) 

/^ob = X ~\~ t n — 1; 1 — oe/2 ’ s/~]fn ^19; 0,95 zweis 2,093 

t\ 9 -, 0,95 zweis" s/fn = 2,093 • 0,052/^20 = 0,024336 
JLI = 10,05 ± 0,024 

10,026 mm < ß < 10 ,07 4 m m 

Hinweis: Vergleichen Sie die Ergebnisse der Beispiele 1 und 2. 


AUFGABEN 

25.18 Angaben wie 25.15 er ist nicht bekannt. 

Berechnen Sie die (1 — a)-Vertrauensbereiche für / 1 . 

1 Wir schreiben z. B. 0,95 zweis oder 0,975 
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25.10 Vertrauensbereiche für die Standardabweichung a 


Wir wissen bereits: 


Die Prüfgröße % 2 = (n — l)~^y i st Z 2 -verteilt mit f — n — 1 Freiheitsgraden. 


Für den zweiseitig abgegrenzten Zufallsstreubereich muß daher gelten: 

s 2 

X 2 n-v,cc /2 < (n- l )-^2 < X 2 n- i;i -«/2 und damit 


n — 1 


X n- 1;1 - a/2 

Mit 


-•5 < 


n - 1 

Z 2 «-l;a/2 


1 und r— 


erhalten wir /c un • s < er < /e ob • s 


Analoge Überlegungen gelten für die einseitig abgegrenzten Vertrauensbereiche. 


(l-öf)-Vertrauensbereiche für die Standardabweichung a 
Zweiseitig abgegrenzt: cr un < er < a ob cr un = K un - s a ob = /c ob - 5 

Einseitig nach oben abgegrenzt: er < cr ob cr ob = K oht eins • 5 

Einseitig nach unten abgegrenzt: er > cr un cr un = /e un eins - 5 


Die /e-Werte entnehmen wir der Tabelle auf Seite 46 der Funktionen- und Zahlentafeln. 

Beachten Sie: x 2 ist in Abhängigkeit von f = n — 1 tabelliert, 
k ist in Abhängigkeit von n tabelliert. 


BEISPIEL 

Wir betrachten eine beherrschte Fertigung von Bolzen. 

Die Durchmesser sind normalverteilt. 

Zur Überprüfung der Maschine wird eine Stichprobe von 20 Bolzen entnommen. 

Ergebnis dieser Prüfung: n =20 x = 10,05 mm s = 0,052 mm 

In welchen Grenzen wird die Standardabweichung er der betrachteten Fertigung liegen, 
wenn wir das Vertrauensniveau 1 — # = 0,95 wählen? 

Lösung: 

Wegen der zweiseitigen Fragestellung berechnen wir den zweiseitig abgegrenzten Vertrauens¬ 
bereich. 

95%-Vertrauensbereich zweiseitig: K un - s < er < K ob - s 

Die Werte K un und K ob entnehmen wir der Tabelle, S. 46 der Funktionen- und Zahlentafeln. 
n = 20 5 = 0,052 mm 0,76 • 0,052 < er < 1,46 • 0,052 

0,0395 mm < er < 0,0760 mm 


AUFGABEN 

25.19 Angaben wie 25.15 n, s und a sind gegeben. 

Berechnen Sie den (1 — a)-Vertrauensbereich für er. 

25.20 Es liegt eine beherrschte Fertigung vor. 

Wie groß müssen Sie n wählen, wenn, bei a = 5 %, die Vertrauensgrenze cr ob etwa das 
Doppelte von cr un ist? 




























26. Statistische Tests 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ Parametertests, Anpassungstests und Ausreißertests unterscheiden; 

■ das Vorgehen bei einem Parametertest erklären; 

■ zwischen Fehlern 1. Art und Fehlem 2. Art unterscheiden; 

■ statistische Tests für Mittelwerte aus zwei Stichproben bei bekannter Standardabweichung <r der 
Grundgesamtheit durchführen. 


Mit Hilfe von Statistischen Tests will man Aussagen über Grundgesamtheiten über¬ 
prüfen. 


Wir unterscheiden Parametertests, Anpassungstests und Ausreißertests. 

Bei Parametertests sind zwei oder mehr Grundgesamtheiten mit einer bekannten Verteilungs¬ 
form gegeben. 

Es werden Parameter dieser Grundgesamtheiten, z. B. Mittelwerte, Standardabweichungen 
oder Anteile fehlerhafter Einheiten verglichen. 

Mit Hilfe von Anpassungstests untersucht man, ob eine Grundgesamtheit eine bestimmte 
Verteilungsform hat, z. B. ob Meßwerte normalverteilt sind oder ob die Anzahl von Fehlern 
Poisson-verteilt ist. 

Mit Hilfe der Ausreißertests wird untersucht, ob ein einzelner Meßwert zu einer Meßwert¬ 
reihe „paßt“ oder ob er ein Ausreißer ist. 

Aus Zeitgründen beschreiben wir nur einen Parametertest. 


Am Beginn jedes statistischen Tests wird die zu überprüfende Aussage über die Grund- 
gesamtheit(en) formuliert. 

In der Fachsprache heißt dieser Vorgang: Aufstellen der Nullhypothese H 0 .. . l 

Zum Vergleich: Das entspricht dem Verlesen der Anklageschrift bei einem Gerichtsprozeß. 
Allerdings wird hier üblicherweise die „Nicht-Anklage“ festgehalten. 


Mögliche Nullhypothesen 

a) Bei Parametertests: 

zweiseitig: H 0 : Parameter A = Parameter B (= Parameter C=...) 
oder einseitig: H 0 : Parameter A < Parameter B 
bzw.: H 0 : Parameter A > Parameter B 

z. B.: Die Mittelwerte von zwei normalverteilten Grundgesamtheiten sind gleich. 

Die vier Chargen von gleich großen Garnspulen haben die gleiche mittlere Anzahl von 
Fadenbrüchen je Meter Garn. 

Der Anteil fehlerhafter Einheiten in der Grundgesamtheit ist höchstens 3 %. 

Die Standardabweichung der Meßwerte der von der Maschine A gefertigten Teile ist minde¬ 
stens so groß wie die Standardabweichung der Meßwerte der von der Maschine B gefer¬ 
tigten Teile. 


Hypothese = Behauptung 
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b) Bei Anpassungstests: 

H 0 : Die Grundgesamtheit gehorcht einer .. .-Verteilung 

z. B.: Die Anzahl von Lötfehlern je Platine einer bestimmten Charge ist Poisson-verteilt. 
Die Durchmesser einer bestimmten Charge von Bolzen sind normalverteilt. 

Die sechs Augenzahlen beim Werfen eines Würfels sind gleichverteilt. 


c) Bei Ausreißertests: 

H 0 : Der kleinste Meßwert ist kein Ausreißer, bzw. 
der größte Meßwert ist kein Ausreißer. 

Zur Überprüfung der Gültigkeit dieser Nullhypothesen stehen Informationen über Stich¬ 
proben zur Verfügung, die allerdings von der Stichprobenentnahme und damit auch vom 
Zufall abhängen. 

Zum Vergleich: Das Urteil im Gerichtsprozeß muß mit Hilfe eines Indizienbeweisverfahrens 
gefällt werden, es gibt kein Geständnis und keinen unmittelbaren Tatzeugen. 

Beachten Sie: 

Zu jeder Nullhypothese H 0 gehört eine Gegenhypothese H t , auch Alternativhypothese 
genannt. 

Die H! ist immer die Verneinung der H 0 . 

Durch H 0 und Hj wird somit die Gesamtheit aller Werte des betrachteten Parameters ein¬ 
deutig zerlegt. 

Mit Hilfe eines statistischen Tests soll untersucht werden, ob eine Abweichung zwischen 
Stichprobenergebnissen bzw. eines Stichprobenergebnisses von der entsprechenden Größe 
der Grundgesamtheit bzw. eines Stichprobenergebnisses von einer zu erwartenden Größe 
auch zufallsbedingt (das heißt eine Folge der Stichprobenentnahme) sein kann. 

In diesem Fall wird die Nullhypothese durch das Stichprobenresultat nicht widerlegt. 

Ist die Abweichung jedoch so groß, daß eine derartige Abweichung bei Gültigkeit der Null¬ 
hypothese — das heißt aufgrund von ausschließlich zufälligen Schwankungen — nur mit 
sehr kleiner Wahrscheinlichkeit vorkommt, so ist die Wahrscheinlichkeit sehr groß, daß die 
Nullhypothese nicht stimmt. 

Man betrachtet die Nullhypothese dann als widerlegt. 

Beachten Sie: 

Im ersten Fall haben wir nicht gesagt, daß die Nullhypothese bewiesen wurde, sie kann nur 
nicht widerlegt werden. 

Zum Vergleich: Dies entspricht bei Gericht einem Freispruch mangels Beweisen. 

In diesem Fall ist nicht die Unschuld eines Angeklagten bewiesen worden; die Beweise 
reichten aber nicht aus, den Angeklagten schuldig zu sprechen. 

Im zweiten Fall besteht die Möglichkeit, daß das Stichprobenergebnis tatsächlich durch das 
Eintreten eines sehr seltenen, das heißt sehr unwahrscheinlichen Ereignisses bei Gültigkeit 
der Nullhypothese entstanden ist. Diese Möglichkeit ist aber sehr unwahrscheinlich. 

Zum Vergleich: Kein Indizienbeweis bei Gericht kann die Möglichkeit eines Fehlurteils 
völlig ausschalten. 
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Fehler 1. Art und Fehler 2. Art 

Weil die Beurteilung der Gültigkeit der Nullhypothese — die eine Aussage über eine oder 
mehrere Grundgesamtheiten darstellt — auf Stichprobenergebnissen basiert, besteht immer 
(auch bei völlig korrekter Testdurchführung) die Gefahr eines Fehlurteils. 


Fehler 1. Art: Die Nullhypothese wird verworfen, obwohl sie stimmt. 


Das heißt die Abweichung des Stichprobenergebnisses bzw. zwischen den Stichprobenergeb¬ 
nissen war tatsächlich eine Folge der Stichprobenentnahme. 

Zum Vergleich: Das entspricht dem unschuldig Verurteilten bei Gericht. 


Fehler 2. Art: Die Nullhypothese wird nicht verworfen, obwohl sie nicht stimmt. 


Die Abweichung des Stichprobenergebnisses bzw. zwischen den Stichprobenergebnissen war 
so klein, daß sie auch aufgrund von zufälligen Schwankungen auftritt. Im konkreten Fall lag 
jedoch auch eine systematische Abweichung, die in der Grundgesamtheit begründet ist, vor. 
Diese „wahre Abweichung“ war jedoch bei der Stichprobenüberprüfung von den Schwan¬ 
kungen des Zufalls überlagert und daher nicht nachweisbar. 

Zum Vergleich: Das entspricht dem Täter, dessen Schuld bei Gericht nicht nachgewiesen 
werden kann und der daher — irrtümlich — freigesprochen wird. 


Zusammenfassung: 



Entscheidung für H 0 

Entscheidung gegen H 0 
(Entscheidung für 

H 0 ist richtig 

richtige Entscheidung 

Fehler 1. Art 

Hj ist richtig 

Fehler 2. Art 

richtige Entscheidung 


Die Irrtumswahrscheinlichkeit a, das ist die größtmögliche Wahrscheinlichkeit für einen 
Fehler 1. Art, wird am Beginn des Testverfahrens festgelegt. 

Je kleiner die Irrtumswahrscheinlichkeit a gewählt wird, desto schwieriger ist es, einen 
„wahren Unterschied“ nachzuweisen. 

Die Werte a = 5 % bzw. a = l % sind üblich, seltener werden auch die Werte oe = 0,l % bzw. 
a = 10 % verwendet. 

Oft ist es sinnvoll — und daher auch in der Praxis üblich —, parallel mit den drei Werten 
a = 5 %, 1 % und 0,1 % zu rechnen. 

In diesem Fall kann das Risiko besonders gut abgeschätzt werden. 

Man verbindet die Vorteile großer Aussageschärfe, das heißt einer kleinen Wahrscheinlich¬ 
keit für einen Fehler 2. Art (a = 5 %) mit einer großen Sicherheit, das heißt kleiner Wahr¬ 
scheinlichkeit für einen Fehler 1. Art (a = 0,l %). 
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Statistische Tests für die Lage von Meßwerten 

Wir beschränken uns aus Zeitgründen auf folgendes Problem: 

Gegeben sind zwei normalverteilte Grundgesamtheiten A und B. 

Von A kennen wir o A . 

Weil wir p A nicht kennen, entnehmen wir A eine Stichprobe vom Umfang n A und er¬ 
mitteln x A , einen Schätzwert für den unbekannten Parameter /i A . 

Von B kennen wir p B . 

Wir stellen uns die Frage: 

Besteht ein signifikanter Unterschied zwischen den beiden Mittelwerten p A und p B l 


Wir führen unseren Test schrittweise durch. 

1. Schritt: Entscheidung, ob zweiseitige oder einseitige Fragestellung vorliegt. 

2. Schritt: Aufstellen der Nullhypothese: 

zweiseitige Fragestellung: H 0 : p A = p B 

einseitige Fragestellung: H 0 : p A < p B . . 2 

oder: H 0 :p A > p B 

3. Schritt: Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit a. 

Die Fortsetzung kann mit Hilfe des direkten Schlusses oder mit Hilfe des indirekten 
Schlusses erfolgen. Beide Methoden sind prinzipiell gleichwertig und liefern das gleiche 
Ergebnis. Meistens ist der direkte Schluß einfacher durchzuführen. 

Wir beschränken uns auf den direkten Schluß. 


4. Schritt: Bestimmung des Zufallsstreubereichs für x B 

Wir bestimmen den zweiseitig oder einseitig abgegrenzten (1 — tz)-Zufallsstreu- 
bereich für x B . Wir verwenden dazu die Standardabweichung <y A . 

5. Schritt: Vergleich von x A mit dem Zufallsstreubereich für x B . 

6. Schritt: Interpretation 


H 0 : p A = p B 
Ho ‘Pa ^ Pb 


wird nicht verworfen, wenn x A im 


H 0 : p A > p B , 
zweiseitig 

einseitig nach oben L abgeschlossenen (1 — or)-Zufallsstreubereich für x B liegt, 
einseitig nach unten J 


H 0 : 

ZSB (x B ) 


Pa = Pb 


X Äun 


X Bob 


X A 


Pa = Pb 



X Bob, eins 




Pa = Pb 



x A 


wird nicht 
verworfen 


Für H 0 : p A = p B bedeutet dies: 

Der Unterschied zwischen den beiden Mittelwerten ist nicht signifikant, das heißt 
statistisch nicht nachweisbar. .. } 


1 Die jeweilige Gegenhypothese H, braucht man nicht angeben, weil sie ja alle in H 0 nicht enthaltenen 
Fälle umfaßt. 

2 Exakt: Es ist nicht möglich, mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von höchstens a zu sagen, daß ein 
Unterschied zwischen den beiden Mittelwerten p A und n B besteht. 
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Wenn x A nicht im (1 — a)-Zufallsstreubereich x B liegt, dann wird H 0 verworfen. 
Der Unterschied zwischen den beiden Mittelwerten ist signifikant, das heißt stati¬ 
stisch nachweisbar. .. 3 


BEISPIELE 

1. Bisher betrug die mittlere Reißfestigkeit einer bestimmten Type von Drähten 
248 N/mm 2 . 

Nach verschiedenen Verbesserungsmaßnahmen wurden aus der Fertigung 50 Drähte 
geprüft. Dabei ergab sich eine mittlere Reißfestigkeit von 248,8 N/mm 2 . 

Haben die Verbesserungsmaßnahmen zu einer größeren Reißfestigkeit geführt? 
(cc= 5%) 

Man nimmt an, daß die Standardabweichung durch die Maßnahmen unverändert ist 
und nach wie vor etwa 2 N/mm 2 beträgt. 

Lösung: 

Grundgesamtheit A: cr A = 2 N/mm 2 

daraus Stichprobe mit n A = 50 Meßwerten 
mit dem Mittelwert x A = 248,8 N/mm 2 . 

Grundgesamtheit B: ß B = 248 N/mm 2 


1. Schritt: Die Fragestellung ist einseitig. 

2. Schritt: Die Nullhypothese lautet: H 0 : fi A < fi B 

Beachten Sie: 

Wir vermuten, daß ß A > ß B ist. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir vorerst das Gegenteil, also ju A < ju B an, 
und zeigen, daß diese Annahme zu einem Widerspruch führt. 

Wir arbeiten also mit der Hypothese H 0 : ß A < fi B 

Wenn nun H 0 verworfen wird, dann ist statistisch nachgewiesen, daß 
Ha > Hb gilt- 

3. Schritt: oc — 5 % 

4. Schritt: Wir bestimmen den einseitig nach oben abgegrenzten Zufallsstreubereich für 

Mittelwerte x B von Stichproben des Umfanges n A = 50: 

_ o A 

x B <x ob mit x ob = Hß + k 1 - 0 £*T 7 = 

\n A 

Aus der Tabelle auf Seite 42 der Funktionen und Zahlentafeln lesen wir ab: 
«l-a = W 0; 95 =1,645 

2 

Wir erhalten: x ob = 248 + 1,645 • y— = 248,47 

Der 95 %-Zufallsstreubereich für x B lautet: x B < 248,47 N/mm 2 


5. Schritt: x A = 248,8 N/mm 2 liegt nicht im einseitig nach oben abgegrenzten 95 %- 
Zufallsstreubereich für x B . 


Exakt: Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von höchstens a können wir sagen, daß ein Unterschied 
zwischen den beiden Mittelwerten /i A und ß B besteht. 
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6. Schritt: Interpretation: 

Die Nullhypothese H 0 : ß A <ß B wird verworfen. 

Die Vergrößerung der mittleren Reißfestigkeit ist statistisch nachgewiesen, 
das heißt signifikant. 

Wir können davon ausgehen, daß die Verbesserungsmaßnahmen zielfüh¬ 
rend waren. 

Exakt: Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von höchstens 5 % können wir 
sagen, daß die momentane mittlere Reißfestigkeit größer ist als die bis¬ 
herige. Tatsächlich beträgt die Wahrscheinlichkeit, daß ein Mittelwert von 
mindestens 248,8 N/mm 2 auftritt, 0,23 %. 

Die Irrtumswahrscheinlichkeit ist daher sogar kleiner/gleich 0,23 %. 

2. Die Standardabweichung einer Abfüllanlage ist nahezu unabhängig von der einge¬ 
stellten Abfüllmenge und beträgt 0,2 g. 

Mit Hilfe einer Stichprobe von 20 Packungen soll geprüft werden, ob die Anlage auf 
einen Mittelwert von 500 g eingestellt ist. Bei der Stichprobe ergaben sich folgende 
Meßwerte: 

499,62 499,75 500,42 499,70 499,68 500,30 500,17 499,63 500,01 499,74 

499,80 499,73 500,02 499,54 499,99 499,95 499,72 499,68 499,63 500,08 

Ist die Maschine richtig eingestellt? 

Lösung: 

Grundgesamtheit A: <j a = 0,2 g daraus Stichprobe mit n A = 20 und x A = 499,86 g 
Grundgesamtheit B: jj, b = 500 g 

1. Schritt: Die Fragestellung ist zweiseitig. 

2. Schritt: Die Nullhypothese lautet: H 0 : fi A = 

3. Schritt: Wir wählen oc = 5 %, 1 % und 0,1 %. 

4. Schritt: Wir bestimmen den zweiseitig abgegrenzten (1 — a)-Zufallsstreubereich für 

Mittelwerte x ß von Stichproben des Umfanges n A = 20: 

x un <x B <x ob mit x° u b n =ii B ± Mi- 0 / 2 *77^ 

yn A 

Mi _ a /2 entnehmen wir der Tabelle, Funktionen- und Zahlentafeln, Seite 42. 


1 —a 

M l - a /2 

•^un 

•^ob 


95 % 

1,96 

499,91 

500,09 


99 % 

2,58 

499,88 

500,12 

= 499,86 

99,9 % 

3,29 

499,85 

500,15 



5. Schritt: x A = 499,86 liegt nur im 99,9%-Zufallsstreubereich für x B . 

_ 99,9% - Zufallsstreubereich _ 

_99%_ 

| _95%_ | 

499,88 I I 500,12 

— TT 1 

500,09 500,15 


499,85 499,91 

499,86 
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6. Schritt: Interpretation: 

Die Nullhypothese H 0 : Ha = Hb wird bei a = 5% verworfen. 

Eine Abweichung vom Sollwert ist signifikant, das heißt statistisch nachge¬ 
wiesen. 

Exakt: Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit zwischen 0,1 % und 1 % können 
wir sagen, daß eine Abweichung der eingestellten mittleren Abfüllmenge 
vom Sollwert besteht. 

Die Maschine ist — sehr wahrscheinlich — nicht richtig eingestellt. 


AUFGABEN 
26.01 Gegeben sind: 



Hb 

cr A 

n A 

x A 

oe 

a) 

50 

0,5 

20 

49,1 

5% 

b) 

12,42 

0,05 

32 

12,43 

1% 

c) 

182 

1,2 

50 

183 

5% 


Testen Sie jeweils die Nullhypothese H 0 : Ha = 

26.02 Angabe wie 26.01, cr^ wird im Text durch s A ersetzt. 

Anleitung: 

Der Vertrauensbereich für den Mittelwert [i bei unbekanntem <j lautet: . .. 

26.03 Bisher betrug die mittlere Reißfestigkeit einer bestimmten Type von Drähten 
246,5 N/cm 2 . 

Es wurden 22 Drähte geprüft. 

Dabei ergaben sich folgende Werte (in N/mm 2 ): 


240 

243 

249 

241 

242 

245 

250 

245 

241 

250 

248 

242 

251 

245 

246 

247 

250 

246 

244 

249 

241 

248 




Ist, bei a = 5 %, eine Verbesserung der Produktion eingetreten? 












ERWEITERUNGEN 


27. Näherungsweise Berechnung von Funktionswerten 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ eine Funktion durch ein Polynom w-ten Grades (n < 4) annähern; 

■ die Taylor-Formel für Polynome angeben; 

■ Näherungspolynome für eine Funktion f(x ) mit Hilfe der Taylor-Formel berechnen; 

■ die Taylor-Formel für Polynome anwenden. 


27.1 Ganzrationale Näherungsfunktionen 

Für ganzrationale Funktionen gilt der wichtige Satz: 


Eine ganzrationale Funktion n-ten Grades ist durch n +1 Wertepaare (x k , y k ) 
eindeutig bestimmt 1 . 


Geometrische Deutung: 

Man kann durch n +1 Punkte mit verschiedenen Abszissen genau eine Parabel n-ter Ord¬ 
nung legen. 

Wegen der einfachen Berechnung von Polynomwerten eignen sich Polynome sehr gut zur 
Berechnung von Zwischenwerten von Funktionen. Man spricht in diesem Fall von paraboli¬ 
scher Interpolation. 

Die Grundaufgabe der Interpolation lautet somit: Gegeben sei eine Funktion y= f{x ) 
durch die Wertepaare 2 

X-i x 2 . x n x n + 1 

f(x l) fix 2 ) . f(x„) /(*„ +1) 

Um einen Funktionswert im Intervall [xj, x n + J zu berechnen, ersetzt man die Funktion / 
durch P n , ein Polynom n-ten Grades — Interpolationspolynom genannt —, das in den 
Stützstellen x t die Werte /(je,) annimmt 3 . 

BEISPIEL 

Die Funktion y = ]/l + x ist durch ein Polynom dritten Grades anzunähern. 

Lösung: 

Diese Funktion ist für alle reellen x > — 1 definiert. 

Ein Polynom dritten Grades ist durch vier Wertepaare eindeutig bestimmt. Wir wählen die 
Stützstellen 0, 1, 2, 3. 


1 k = \, 2,..., (n -I-1); alle x- Werte sind voneinander verschieden. 

Man bezeichnet die x k als Stützstellen und die y k = f(x k ) als Stützwerte. 

2 Alle x- Werte sind voneinander verschieden und der Größe nach geordnet. 

3 Es soll somit für alle Stützstellen x it x 2 ,..., x„ gelten: P„(x,) = /(%,) 
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Unser Ansatz lautet: 

P 3 (x) = a 3 x 3 + a 2 x 2 + a^x + a 0 

Es gilt: /(0) = 1, /(l)-l/2, /(2)-l/3, /(3) = 2 

Wir erhalten das Gleichungssystem: 

(0; 1) 1 = + a 0 => #o = 1 

(1; ]/2~) l/? = Ut, 4- ^2 “h + 1 

(2; 1/3) 1^ = 8 + 4 ^2 “I" 2 ü\ + 1 

(3; 2) 2 = 27 <23 + 9 <22 T 3 + 1 

Es ist: a,-2- + 3^2 = 0,4779 

a 2 = 2]/3~ — 2,5^2” = -0,07143 
= + Jf- = 0,007748 

Näherungspolynom: P 3 (x) = 0,007748 x 3 — 0,07143 x 2 + 0,4779 x + 1 

Zum Vergleich: 


X 

0 

0,5 

1 

1,5 

2 

2,5 

3 

1/1 +* 

1 

1,2247 

1,4142 

1,5811 

1,7321 

1,8708 

2 

Näherungswert 

1 

1,2220 

1,4142 

1,5823 

1,7321 

1,8695 

2 


AUFGABEN 


27.01 Die Kosinusfunktion ist in 0;-j- 
nähern 1 . *- 


durch Polynome bis zum vierten Grad anzu- 


27.02 Die Tangensfunktion ist in 
nähern 2 . 

27.03 Approximieren Sie 
0,1, 2, 3. 



— —; — durch Polynome bis zum dritten Grad anzu- 
durch ein Polynom dritten Grades mit den Stützstellen 


27.04 Approximieren Sie y=lgx in [1; 2] durch Polynome ersten, zweiten und dritten 
Grades. 


27.05 Wie lauten die Näherungspolynome ersten, zweiten, dritten und vierten Grades für die 
Funktion y = t x in [ — 2; 2]? 


1 Beachten Sie: Die Kosinusfunktion ist eine gerade Funktion, sie kann daher durch Polynome, die 
ausschließlich gerade Potenzen von x, also a 0 , a 2 x 2 , ..., a 2n x 2 ", ..., enthalten, angenähert werden. 
Man kann daher von vornherein den kürzeren Ansatz P 4 (x) = a 4 x 4 + a 2 x 2 + a 0 verwenden. 

2 Ungerade Funktion, daher P 3 (x) = a 3 x 3 + a^x 
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27.2 Taylor-Formel für Polynome 
Entwicklung eines Polynoms 

Wir gehen von einem Polynom zweiten Grades aus. 

Das Polynom zweiten Grades P 2 (x ) = a 2 x 2 + a^x + a 0 ( a 2 =1= 0) ist in R definiert. 
Es gilt: Pi'(x) = 2a 2 x + a x P 2 "(x) = la 2 

P 2 (0) = a 0 P 2 '(0)=a, P 2 " (0) = 2a 2 

p " toi 2 p 

Somit gilt: P 2 {x) = P 2 { 0) + P 2 '(0) x d- 2 — — -x 2 = J] 2 , x k 

1 k =0 K • 

(wobei die „nullte Ableitung“ die ursprüngliche Funktion bedeutet). 

Leicht läßt sich zeigen, daß für ein Polynom n-ten Grades gilt: 

Taylor-Formel für Polynome 1 

P n " (0) „ />(-) (0) 

Pn(x) = PA 0) + P/(0) -x + - JL jr~-X 1 + . . . + ~ J ~H~’X n 


Beachten Sie: Jedes Polynom ist durch den Funktionswert an der Stelle 0 und die Werte 
seiner Ableitungen an dieser Stelle eindeutig bestimmt. 


Entwicklung einer beliebigen Funktion an der Stelle 0 


Mit Hilfe der Taylor-Formel kann man die Koeffizienten für Näherungspolynome einer 
beliebigen Funktion f(x ) berechnen. 


P : 




ist ein Näherungsproblem für die in der Umgebung der Stelle 0 hinreichend oft differen¬ 
zierbare Funktion f(x). 

Es gilt dann: /(0) = P„ (0) a /' (0) = P n ' (0) a ... a /»> (0) = P} n) (0) 


Durch P n wird / in der Umgebung von 0 angenähert. 

Der Graph / wird durch die Schmiegparabel n-ter Ordnung ersetzt. 

Geometrische Deutung für P 2 : Übereinstimmung im Punkt, in der Richtung und in der 
Krümmung. 

BEISPIELE 

1. Für y = cosx sind Näherungspolynome für die Umgebung der Stelle x = 0 anzu¬ 
geben. 

Lösung: 

Für das quadratische Näherungspolynom gilt: 

a (*)=/(o) +no)-x+■ x 2 


Brook Taylor (1685 — 1731), englischer Mathematiker 
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f(x ) = cos* 
/( 0 ) = 1 


/'(*) = —sin* 
/'( 0 ) =0 




: 1 _ — v2 
2 


Für das Näherungspolynom vierten Grades gilt: 


P,(x)=m+f(0)-x + 


f" (Q) 

2 ! 


•X 2 + 


f"\ Q) 

3! 


/(*)== cos* 

/' (x)= — sin* 
f" (x) = — cos x 
/"' (x) = sinx 
f w (x) = cos x 


/( 0 ) = 1 
/' (0) = 0 

/" ( 0 )- 1 

r (0)=o 
/ IV (0) = 1 


X 3 + 


/ v (0) 

4! 


P 4 W = 1- |i ! + -^i 4 


Das Näherungspolynom sechsten Grades hat die Form: 

Pe(x) = 1 ~ y ^ 2 + ~24 ^ * 4 + 72 Q * 6 

Wir vergleichen: 




0 

-1 
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2 . 



Für y = 1/1 + x sind Näherungspolynome bis zum dritten Grad für die Umgebung der 
Stelle 0 anzugeben. 

Lösung: 


Es gilt: P 3 (x) - /(0) + f (0) • x + ■ x 2 + ^'2 0) • x J 


/(*) = 1/1 + X 

f ' (x) = WT7 

/"(*)-- j( i + *)‘ 

/'"(X)= +J-0 + X)' 


3! 

/( 0 ) = 1 
/'(°) = T 

/"(°) = - J 

/'"(o)= 4 


Die Näherungspolynome lauten somit: 

i’iW = 1 + Y x p 2C*) = 1 + y* - = 1 + y* - y* 2 + rjY* 3 


Großer Vorteil dieses Verfahrens: 

Man kann Funktionswerte mit der gewünschten Genauigkeit berechnen. 

Beachten Sie den wesentlichen Unterschied zwischen den in 27.1 und 27.2 angegebenen 
Methoden: 

In 27.1 haben wir/ durch ein Polynom n-ten Grades ersetzt, das in n + 1 Stellen die gleichen 
Werte wie / aufweist. 


In diesem Abschnitt haben wir /in der Umgebung von x 0 durch ein Polynom ersetzt, bei 
dem der Wert des Polynoms und seiner Ableitungen jeweils mit dem Wert der Funktion 
und deren Ableitungen an der Stelle x 0 übereinstimmt. 

Die auf diese Weise gefundenen Näherungskurven nennt man Schmiegparabeln 
n-ter Ordnung. 


MATHEMATICA 


y = Sqrt[1 + x]; 

nl = Series[y, {x, 0, 1}] 

Normal[%] 

n2 = Series[y, {x, 0, 2}] 
Normal[%] 

n3 = Series[y, {x, 0, 3}} 
Normal[%] 


1 + x/2 

1 + x/2 - x~2/8 
1 + x/2 - x~2/8 + x Ä 3/16 
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DERIVE 


1: 

y := /(i + x) 



2: 

nl := TAYL0R(y, x, 0. 

1) 

x/2 + 1 

3: 

n2 := TAYL0R(y, x, 0, 

2) 

-x~2/8 + x/2 + 1 

4. 

n3 := TAYLORjy, x, 0, 

3) 

x~3/16 - x"2/8 + x/2 + 1 



AUFGABEN 


Es sind Näherungspolynome bis zum dritten Grad für die Umgebung der Stelle 0 für 
folgende Funktionen anzugeben. 


27.06 a) j 

f: y = fl + x 

b) , 

f: y = fl - x 

27.07 a) j 

r . v 1 

b) , 

f . v 1 

f - y- 3 _ 

yi + x 

f -y - 3 _ 

yr^ 

27.08 a) j 

(■ v x 

b) , 

r. x 2 —2 

' y 1/1 - X 

■ ^ yi + x 

27.09 a) 

f: y = e x 

b) , 

f: y = 10' 

27.10 a) j 

f: y = 3 siny 

b) , 

f: y = 2 siny 






























28. Unendliche Reihen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Konvergenz einer unendlichen Reihe, Divergenz einer unendlichen Reihe und Summe 
einer unendlichen Reihe erklären; 

■ die für die Konvergenz der unendlichen Reihe a x + a 2 + a 3 + ... notwendige Bedingung 
lim = 0 angeben; 

■ die Begriffe Potenzreihe und Konvergenzintervall erklären; 

■ die Formel für die Taylor-Entwicklung angeben; 

■ die Reihen für e* sinx, cosx und (1 4- x)" angeben; 

■ eine Funktion in eine Potenzreihe entwickeln. 


28.1 Konvergenz und Divergenz von unendlichen Reihen 


EINFÜHRENDES BEISPIEL 


Wir haben bereits die einfachste unendliche Reihe, die unendliche geometrische Reihe 
a + aq + aq 2 + ... kennengelernt 1 . 

_, _ . 1 — q" a aq n 

Ihre n-te Teilsumme ist: s n = a ---— —-— 

Wir haben gezeigt: lim s n = — 

Somit ist: 


1 — q 1 — q 1 — q 
-— für | q | < 1 


Für \q\> \ divergiert diese Reihe. 


q 


für | q | < 1 


Der Ausdruck a x + a 2 + a 3 + a 4 + ... + a„ + ... (<z, e (R) 

für den man auch 2 a i schreibt, heißt unendliche Reihe. 

/ = i 

Die reellen Zahlen a x , a 2 ,... heißen Glieder der unendlichen Reihe. 

Die unendliche Reihe a x + a 2 + a 2 + . . . 4- a n + ... heißt konvergent (bzw. divergent), 
wenn die Folge ihrer Teilsummen, also < s i9 s 2 , 5 3 ,. i ., s n , ... > , konvergent (bzw. 
divergent) ist. 

Der Grenzwert s = lim s n heißt Summe der unendlichen Reihe. 


BEISPIELE 

1. Bei der unendlichen Reihe 1 —1 + 1 —1 + ... sind die Teilsummen abwechselnd +1 
und 0. Somit hat die Folge der Teilsummen keinen Grenzwert, die vorgegebene Reihe 
divergiert 2 . 


2 . 


Gegeben sei die unendliche Reihe 1 + 2 + 3 + ... + « + ... 


Ihre Teilsummen lauten: 
s t = 1; s 2 = 3; s 3 = 6; 


«(! + «) , 
2 ’ 


1 Seite 49 

2 Beachten Sie, daß die Reihe 1 —1 + 1 —1 + ... ein Sonderfall der unendlich geometrischen Reihe 
a + aq + aq 2 + .. . ist (a = 1; q = — 1)! 
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Die Folge der Teilsummen ^1; 3; 6; ..^ divergiert. 
Definitionsgemäß ist daher die gegebene unendliche Reihe divergent. 


Notwendige Konvergenzbedingung 

Wenn die Reihe fli + a 2 + . konvergiert, so gilt: 

a ! = a 2 = s 2 — Ji, a 2 = s 3 — s 2 , . . a n = s n — s n _ t 

Es gilt somit: lim a n = lim s n — lim s n _i = s — s = 0 



^ Diese Bedingung ist lediglich notwendig, aber nicht hinreichend! 

Wenn lim a n = 0 ist, dann kann die Reihe konvergent oder auch divergent sein 1 2 . 

Wenn lim a„ =\= 0 ist, so ist 2 a n sicher divergent. 

BEISPIEL 

3 4 5 

3. Gegeben sei die Reihe ^ + 

Die Konvergenz bzw. Divergenz ist nachzuweisen. 

Lösung: 

lim U 1 = lim (1 + — | = 1 zeigt die Divergenz auf. 

„-co n oo\ nj 


28.2 Potenzreihen 




Eine Reihe von der Form 


a 0 + a A x + a 2 x 2 + ... 

heißt Potenzreihe. 

(a,- e U) 


Trivial ist zu erkennen: Jede Potenzreihe konvergiert für x = 0. 


m 


Die Menge {jc | — r < x < r} , für die eine Reihe konvergiert, nennt man das 

Konvergenzintervall dieser Reihe. 
r heißt Konvergenzradius. 


1 Folgen mit dem Grenzwert 0 heißen Nullfolgen. 

2 Die harmonische Reihe 1 + y + y + ... ist eine divergente Reihe, für die lim a„ = 0 erfüllt ist. 
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Wenn der Grenzwert r = lim 

existiert, so konvergiert die Reihe für alle \x\ <r, 
divergiert die Reihe für alle \x \ > r. 

Das Konvergenzverhalten an den Stellen x = + r bzw. x = — r muß gesondert 
untersucht werden! 

BEISPIEL 

X X 2 X 3 

Der Konvergenzradius r von — + — + y + ... ist zu berechnen. 

Lösung: 

Es gilt: r = lim 

Somit ist: r=\ 


«« + i 


= lim 


n + 1 


= 1 



28.3 Taylor-Reihen 


Wenn die Funktion / auf U{ 0) beliebig oft differenzierbar ist, so kann fix) durch die 

Potenzreihe 

m +*•+ . 

dargestellt werden 1 2 . 

Diese Reihe heißt Taylor-Reihe 3 . 


Man spricht von der Entwicklung einer Funktion / an der Stelle 0. 


BEISPIELE 

1. Die Funktion /(x) = sinx ist an der Stelle 0 in eine Taylor-Reihe zu entwickeln. 


Lösung: 

sinx = f(0) + 

/'(0) . /"(0) 

1! 2! 

+ / '" (0) ^ + 
3! 

Es gilt: 




/(*)- 

sinx 

/(0) = 

0 

f(x) = 

cosx 

/'(0) = 

1 

f"(x) = 

— sinx 

/"(0) = 

0 

/'"(*) = 

— cosx 

/"'(0) = 

-1 

f*\x) = 

sinx 

/ 4, (0) = 

0 

/ 5) « = 

cosx 

/ S) (0) = 

1 


Die Taylorsche Reihe für sin* lautet somit: sinx = x — ■— + — ... 


1 Vor diesem Abschnitt ist nochmals der Abschnitt 27.2 gründlich durchzuarbeken! 

2 Unter einer Umgebung U(x 0 ) versteht man ein beliebiges offenes Intervall ]a, b[, das x 0 enthält. 

3 In dieser Form bezeichnet man die Reihe auch als MacLaurin-Reihe, benannt nach dem schottischen 
Mathematiker Colin MacLaurin (1698—1746). 





























28. Unendliche Reihen 


307 


Wir bestimmen nun den Konvergenzradius r. Es gilt: 

1 


r = lim 


DERIVE 


a„ 


= lim 


1 


lim 


(2 n + 1 )! 
{ln- 1 )! 


lim 2 n{2 n + 1) = oo 


(2 n + 1 )! 

Die Taylor-Reihe für sinx konvergiert somit in R. 


1: y := TAYLOR(SIN(x), x, 0, 5) 

2: (0.3)"5/120 - (0.3)~3/6 + 0.3 

Zum Vergleich: 3: SIN(0.3) 


x"5/120 - x"3/6 + x 
0.295520 

0.295520 


MATHEMATICA 

y = $eries[$in[x], (x, 0, 5}] x - x"3 / 6 + x~5 / 120 + 0[x]~6 

Normal[y] /.x->0.3 0.29552 

Wenn f(x ) eine gerade Funktion ist, dann enthält die Taylor-Reihe nur gerade Potenzen 
von x, also x°, x 2 , x 4 ,... 

Wenn f(x) eine ungerade Funktion ist, dann enthält die Taylor-Reihe nur ungerade 
Potenzen von x, also x, x 3 , x 5 ,... 


2. Die Funktion f(x) = e* ist an der Stelle 0 in eine Taylor-Reihe zu entwickeln. 

Esisi: /<0)-/'(0)-/''(0)-/"'(0) = ... = 1 Somit: 


X X 

Die Taylorsche Reihe für e* lautet: e A ' = 1 + x 4- — + — 


+ ... 


Für den Konvergenzradius r gilt: 


r = lim 


= lim 


(n + 1 )! 


lim (h + 1 ) = oo 

Die Reihe für e Y konvergiert in U. 


Wegen der Beziehung 
Reihe für a x angeben. 
Wir erhalten: 


a x = e x 


läßt sich mit Hilfe der obigen Reihe sofort die 


a x ■■ 


* ln a 

' 1 + ~iT x + 


(ln a) 2 
2! 


x 2 + 


(ln ö ) 3 
3! 


x 3 + ... 


DERIVE 

y = TAYLOR(EXP(x), x, 0, 3) x~3 / 6 + x~2 / 2 + x + 1 

yl = TAYL0R(a"x, x, 0, 3) 

x~3 LOG(a)"3 / 6 + x~2 L0G(a)"2 / 2 + x L0G(a) + 1 

MATHEMATICA 

y = Series[Exp[x], {x, 0, 3}] 1 + x + x"2 / 2 + x~3 / 6 + 0[x]"4 

yl = Series[a"x, (x, 0, 3}] 

1 + Log[a] x + Log[a]"2 x"2 12+ Log[a]"3 x"3 / 6 + 0[x]~4 
0[x]"4 ist der Rest, der nach Abbruch der Reihe nach dem Glied mit x 3 entsteht. 
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(1 + x) w ist an der Stelle 0 in eine Taylor-Reihe zu entwickeln. 
Lösung: 

f"\ 0) 

3! 

Aus 


/'(0)-. ■ /"(0)-i , ^ , 


(1 + *)"=/( 0) + + 


/(*) = (1 + *)" 

/'(x) = «(l + *)»- 1 

f" (X)=«(M-1)(1 + X)«- 2 


/ (0) = 1 

/' (0) = n 

f" (0) = «(«-!) 


/ fc) ( x) = n(n — 1)... (n — k + 1) (1 + x) n ~ k f k) (0) = n{n — 1) ... (n — k 4- 1) 

n{n-\)(n- 2) 


folgt: 


(1 + *)" = 1 + nx + ~\-2 V %Z + 


n ( n ~ 1) v 2 4 _ " v" ~ w" ~ ^ _|_ 


1-2-3 


yi(w -!)...(» -k + l) 

+ 1-2-3-.. .k + --- 


* + 


X 2 + . 


(1 + *)" = 1 + 

Diese Reihe heißt Binomialreihe oder binomische Reihe. 
Beachten Sie: 


Für neN bricht die Reihe von selbst ab, weil 
Für n f N liegt eine unendliche Reihe vor. 

Wir untersuchen nun die Konvergenz dieser Reihe. Es gilt: 


= 0 für k> n gilt. 


r = lim 

OO 


lim 




/ n\ 


n (n - 1).. . (n - k 4- 1) 

a k 

= lim 

&-► 00 

U) 

= lim 

k->- 00 

k\ 

a k +1 


n (n - 1 )... (w - k + 1 ) • (« - k) 



U+v 


(k + 1 )! 


k+ 1 


= lim 

fc- OO 


= 1 


Die Binomialreihe konvergiert somit für alle x, für die \x\ < 1 gilt! 

Die Taylorsche Reihe für (1 4- x) n lautet: 

(1 + x) n = 1 + * -I" (2) x 2 + (3) * 3 + ‘ ‘ * ^ ür I * I < 1 

Aus dieser Formel folgt die bereits im 1. Band angeführte wichtige Näherungsformel: 

(1 -1- x) n « 1 + nx für |jc |<1 


Anwendung dieser Formel: 


y= r 


■fr 


y ~ 


r — r 

x^_ 

2 r 


'+H-n 


-M*)r 



y = yy ist die Gleichung der Schmiegparabel zweiter Ordnung 
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DERIVE 

1: f=TAYLQR((1+xpn,x,0,3) 

(rT3 x~3 + 3 n~2 x"2 (1 - x) + n x (2 x~2 - 3 x + 6) + 6)/6 
MATHEMATICA 

y = Series[(1 + x)~n, {x, 0, 3}] 

1 + n x + ((-1 + n) n)/2 x~2 + ((-2 + n) (-1 + n) n)/6 x~3 + 0[x]~4 


AUFGABEN 

Die Funktionen sind an der Stelle 0 in eine Taylor-Reihe zu entwickeln. 


28.01 a) /(x) = cos x 
28.02 a) /(x) = sinhx 

28.03 a) /(x) = tanx 

28.04 a) /(x) = arcsin x 

28.05 a) 

28.06 a) f(x) = ]/l +x 
1 


28.07 a) f(x ). 


yrr/ 


28.08 a) f(x) = 1/1 + x 
28.09 E kin = m 0 c 


lMiy 


-- 1 


b) /(x) = coshx 
b) /(x) = ln(l + x) 


b) f(x ) 


= sin 


b) /(x) = arctan x 
1 


b) /(*) = 
b) /(*) = 
b) /(*) = 


1 + x 2 
1 

yr+7 

i 

(1 + X) 2 


b) /(*)=yi + x 3 

mit v < c 


28.10 Mittels Reihenentwicklung ist auf 4 Dezimalstellen zu berechnen: 
a) ^32 b) c) j/rö 

yii" 


d) 


Vtö 


Im IV. Jahrgang werden Sie den Fehler, der beim Abbruch der Taylor-Reihe nach dem n-ten 
Glied entsteht, berechnen lernen. 


ln(x) ist an der Stelle 0 nicht definiert, daher legen wir unseren Betrachtungen die Funktion 
y = In(l 4- x) zugrunde. 






















29. Funktionen in zwei Variablen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Funktion in zwei Variablen und partielle Ableitung erklären; 

■ partielle Ableitungen berechnen; 

■ den Begriff vollständiges Differential erklären; 

■ angeben, wann der Term P(x,y)dx+ Q(x, y)dy ein vollständiges Differential ist; 

■ relative Fehler einer Funktion in zwei Variablen berechnen. 


29.1 Definition und geometrische Veranschaulichung 

EINFÜHRENDES BEISPIEL 

Wir gehen aus von der Funktionsgleichung P=RI 1 2 . Wenn R konstant ist, dann ist 

P eine Funktion in der Variablen /. 

Wenn sowohl R als auch I veränderlich sind, dann ist P eine Funktion in den zwei Variablen 
R und /. 

Allgemein definiert man: 


Wenn man jedem geordneten Wertepaar (jc, y) der Menge X x Y genau einen Wert zeZ 
zuordnet, so erhält man eine Menge geordneter Tripel (jc, y, z), die man als 

Funktion in zwei Variablen 

bezeichnet. 

Statt {(jc, y, z) \ z = f(x, ;>)} schreibt man auch kürzer: z = /(jc, y) .. } 

Eine Funktion in zwei Variablen kann auch in impliziter Form F( jc, y, z) = 0 

oder in Parameterform x= x(A,ju) 

y = y(A,/j) 

z = z(A, fi) dargestellt werden. 


Wir vereinbaren: 

Wenn nicht ausdrücklich etwas anderes angegeben ist, ist U x U als Grundmenge voraus¬ 
gesetzt! 


Einer Funktion {(jc, y, z) | z =/(x, j)} entspricht im räumlichen kartesischen Koordi¬ 
natensystem die Punktmenge {i > (jc| > y| z)} . 

Im allgemeinen bildet diese Punktmenge eine Fläche, die Graph, Bildfläche oder Bild der 
Funktion heißt. 


Die Darstellung von Punkten und Ebenen haben wir bereits ausführlich im 2. Band 
besprochen. 


1 Frühere Bezeichnung: Funktionen mit zwei unabhängigen Veränderlichen 

2 In der Physik und in der Technik schreibt man auch: z = z(x,y) 
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BEISPIELE 

1. Der Funktion z = ]/l6 — x 2 — y 2 entspricht die oberhalb der xy- Ebene liegende Halb¬ 
kugel mit dem Radius 4. 

1 . 2 . 




z = 0 ist die Gleichung der xy- Ebene, folglich 0 = ]/l6 — x 2 — y 2 , also x 2 4- y 2 = 16 
die Gleichung der Schnittfigur (eines Kreises) unserer Halbkugel mit der xy- Ebene. 
Entsprechendes gilt für den Schnitt der Halbkugel mit den beiden anderen Haupt¬ 
ebenen. 

2. Der Funktion z = x 2 + y 2 entspricht ein Drehparaboloid 1 . 


3. 



Die Funktion 

z = sinx-cosj; ist mit Hilfe von 
MATHEMATICA 
zu zeichnen. 

Lösung: 

Plot3D[Sin[x] Cos[y], 

{x, 0, 2 Pi}, 

{y. o. 2 Pi}] 


AUFGABEN 

Von den Graphen der angeführten Funktionen sind die drei Gleichungen der Schnitt¬ 
linien mit den Koordinatenebenen aufzustellen. Diese Linien sind dann im Schrägriß 

icc = 135 °, v = -yj zu zeichnen. Bereich: x > 0, y > 0, z > 0. 


29.01 



a) a = 3, b = 4, c = 2 


b) a = b = 3, c= oo 


c) a = b = oo, c = 2 


Diese Fläche entsteht durch Drehung der Parabel der Gleichung z = x 2 um die z-Achse. 
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29. Funktionen in zwei Variablen 


V2 y2 ^2 

29.02 + 4 - + —- = 1 

fl 2 6 2 c 2 

a) <2 = 5, 6 = 4, c = 3 

b) ö = 2, 6 = c = 4 

c) <2 = 5, b = c = 2 


29.03 




a) <2 = 3, 6 = 2, c = 2,5 

b) <2 = 6 = 2, c = 3 


dreiachsiges Ellipsoid 
abgeplattetes Drehellipsoid 
eiförmiges Drehellipsoid 


allgemeines einschaliges Hyperboloid 
einschaliges Drehhyperboloid 


29.2 Partielle Ableitungen 

7 '(x 0 ) = 1 = lim + gibt die Steigung k des Graphen y = /(x) an 

dX |;co Ax-<-0 ^X 

der Stelle x 0 an. 

d y 

Bei Funktionen in zwei unabhängigen Variablen treten an die Stelle von -j-^- die zwei 
partiellen Ableitungen 1 („z partiell nach x“) und („z partiell nach y “). 


Wir bezeichnen die Funktionen 


AL 

Sx 


AL 

Sy 


AL _ lim Ax + Ax,y)-f(x,y) bzw sj_ _ lim /(*,>> +4y)-/(*, >o 

Sx Av ^ 0 4 ,-.o 

als (erste) partielle Ableitungen der Funktion z = f(x,y) nach x bzw. y. 


Statt schreibt man auch oder auch f x bzw. 

<7X *7X 

Statt schreibt man auch oder auch f, bzw. 

Sy Sy Jy 

Geometrische Veranschaulichung: 

^° ~ gibt die Steigung der Schnittkurve s w an 
der Stelle (x 0 , _y 0 ) an - 

^^dy ^ ßibt die Steigung der Schnittkurve s xo an 
der Stelle (x 0 , ^ 0 ) an - 



Formale Regel zur Ermittlung der partiellen Ableitungen: 

Um ^ zu erhalten, betrachtet man die Variable y als Konstante und differenziert 


nach x. 

Analog geht man bei der Ermittlung von 


Jf(x,y) 

Sy 


vor. 


1 Beachten Sie, daß bei der partiellen Differentiation nicht das Zeichen „d“, sondern ein geschwungenes 
verwendet wird. 
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BEISPIELE 

1 . 


Gegeben sei die Funktion z = f(x,y) = 4x 2 3 — 5xy + 2y 2 . 
Die ersten partiellen Ableitungen sind zu ermitteln. 

Lösung: 

df(x,y) „ v <•, df(x,y) 


-5x + 4 y 


Es sind die ersten partiellen Ableitungen der Funktion z= f(x,y) = xy im Punkt 
P 0 (2 13) zu berechnen. 

Lösung: 

df(x,y) _ df(2\ 3) _ df(x,y) _ df(2;3) _ 

dx y dx dy dy 


Man muß zunächst die partiellen Ableitungsfunktionen ermitteln und nachträg¬ 
lich die Variablen x und y mit den Werten x 0 , y 0 belegen * 1 . 

Die Ableitungsfunktionen und ^ sind im allgemeinen Funktionen mit den 

,, . , , , dx dy 

Variablen x und y. 


Die Ableitungen dieser Funktionen heißen partielle Ableitungen zweiter Ordnung. 
Es sind dies: 


lef\ 

dx 2 8x\8x) Jxx 

<? 2 / a (af\ 

8x8y 8y \ 8x) Jxy 




dy 2 dy \ dy 


dydx 


8x \8y ) 


= fyx 


d 2 f d 2 f 

Man bezeichnet - und „ als gemischte Ableitungen zweiter Ordnung. 


dxdy 


dydx 


Satz von Schwarz 


dx \dy ] dy \dx ) 

Die gemischten Ableitungen sind gleich, es kommt nicht auf die Reihenfolge der 
Differentiation an. 


Der Vollständigkeit halber sei angegeben, daß sich die bisherigen Betrachtungen auch auf 
Funktionen mit mehr als zwei unabhängigen Variablen ausdehnen lassen. 


1 Würde man umgekehrt Vorgehen, so wäre f(x 0 ,y 0 ) eine Konstante. Die partiellen Ableitungen nach x 
und y wären Null. 

2 H. M. Schwarz (1843 — 1921), deutscher Mathematiker. 

3 Voraussetzung: Stetigkeit der Funktionen f xy und f yx in einer Umgebung von der Stelle (x, j>) 
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BEISPIELE 

1. f(x,y) = 4x 2 — 5xy + 2y 2 

Alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung sind zu bilden. 


Lösung: 


-£ =8x ~ 5y 

j£=-5x + 4y 

_ S ( 8f\ _ n 

Sx 2 dx\dx) 

*L--L(lL\- 4 

£f_ dy\dy) - 

<? 2 / s / <?/\ 

dxdy dy\d x) - 

f s !sf\ 

dydx dx\dy) - 

Es sind alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Funktion 
f(x, y) = ]/x 2 4 - y 2 mit Hilfe von DERIVE zu berechnen. 

Lösung: 


1: f := /(x"2 + y*2) 

2: fx := DIF(f, x) 

4: fxx := DIF(f, x, 2) 

6: fy := DXF(f, y) 

8: fyy := DIF(fy. y) 

10: fxy := DIFffx, y) 

12: fyx := DIF(fy, x) 

x / Yi*~2 + y~2) 

y~2 / (x~2 + y Ä 2) Ä (3/2) 

y / /(x~2 + y~2) 

x"2 / (x~2 + y*2] Ä (3/2) 

-x y / (x~2 + y~2) Ä (3/2) 

-x y / (x“2 4 y Ä 2) Ä (3/2) 

Gegeben ist /: z = x y . 

Mit Hilfe von MATHEMATICA sind zu berechnen: f X9 f xx , f xy , f yy . 

Lösung: 


f = x~y; 
fx = D[f, x] 
fxx = D[fx, x] 
fxy - D[fx, y) 
fyy = D[f, {y. 2}] 

x"(-1 + y) y 

x‘(-2 + y) (-1 + y) y 

x-(-1 + y) + X"(-1 + y) y Log[x] 

x‘y Log[x]"2 


AUFGABEN 

Es sind die ersten und zweiten partiellen Ableitungen der Funktionen zu ermitteln. 


29.04 a) z = x 3 + y 3 
29.05 a) z = x 3 — 2 x 2 y 4- 4 y 3 

29.06 a)f(x,y) = ^y 

29.07 a) z = |fxy 
29.08 a) z = e* y 


b) z = 2x 2 — 5xy + y 2 

b) f(u, u) = 4u 4 + 5 u 3 v — 7 u + 2 

i_ 2_ i_ 

b) f(x,y) = x 3 + / - a 1 

3.- 

b) z = ]/x 2 y 
b) z = x-e xy 
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29.09 a) z = arctan-^ b ) z = ye sinx 

29.10 Es sind die Funktionswerte der ersten partiellen Ableitungen von 

/: z = 3x 3 — 6x 2 y + 2xy — 5x + 3y — 7 an der Stelle ( — 112) zu berechnen. 

29.11 Der Wert der Ableitungen und der Funktion /: z = sinx — xcosj; an der 
Stelle (0,5 11) ist zu berechnen. 

und —— von /: z = e 2x + y zu berechnen, 

x = 0; y = 1 x = 0; y = 1 


29.12 Es ist 


1L 

dx 


29.3 Vollständiges Differential 



Diese Definition ist die Verallgemeinerung des Differentials einer Funktion mit einer unab¬ 
hängigen Variablen, also von d y = /'(x) dx. 


Geometrische Deutung des vollstän¬ 
digen Differentials dz: 

Es gilt: z =/(x, y) 

Wenn man x um Ax und y um Ay 
ändert, so ist /(x + Ax, y + Ay) der 
neue Funktionswert. 

Die Änderung des Funktions¬ 
werts, also Az=/(x 0 + Ax, 
y 0 + Ay) - f{x o, y 0 ) ist die 
Höhendifferenz der Punkte 
Fo(xol^olO) und 
P(x 0 + Ax\y 0 + Ay\Az). 



Aus der Figur ist ersichtlich: 

~BT = HD + DT = ÄJ\ Q + CTf 0 = 


^/C*o, yo) , df(x 0 ,y 0 ) 
— x — dx+ —— 


BEISPIELE 

1. Es ist das vollständige Differential der Funktion /: z = ax 4- by 4- c zu bestimmen. 
Lösung: 

dz dz 

dz= ^ dx+ 7t dy 


Es gilt: 


Somit ist: dz = a • dx 4- b dy 
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29. Funktionen in zwei Variablen 


2. Bei idealen Gasen ist der Zusammenhang der drei Zustandsgrößen p, V, T durch die 
Gleichung pV=mRT beschrieben 1 . 

Es gilt somit für die Masse 1 kg eines idealen Gases: T = 

K 

Das vollständige Differential d T lautet: dT = -^rdp + -^rdu 

K K 


Es ist: dT^AT 

Wir benützen die obige Beziehung, um die relative Änderung von T zu erhalten. 
d T d p d v 


Es ist: 


RT/ü RT/p 


und somit: 


dT _ dp du 
± P » 


Die relative Änderung der absoluten Temperatur ist annähernd gleich der Summe 
der relativen Änderungen von Druck und Volumen. 


Der Term P(x, .y)dx + Q(x, y)dy 

ist genau dann ein vollständiges Differential, wenn gilt: 


dP 

dy 


IQ_ 

dx 


BEISPIELE 

RT 

3. Für ideale Gase gilt 2 : d Q = c s d T + d u 

Es ist festzustellen, ob d Q ein vollständiges Differential ist. 

Lösung: 

de 3 I RT\ 

d Q ist genau dann ein vollständiges Differential, wenn gilt: —= —= (-1 

du dl \ u ) 

A—\ 

Es ist: 77 " 0 und -ji (-t) = f Folglich gilt: 77 # ~Ar~ 

d Q ist kein vollständiges Differential. 

4. Es ist zu beweisen, daß die Entropie ein vollständiges Differential ist. 

Lösung: 

RT d De R 

Aus dQ = c„dT+ - du folgt 3 : = -=rd T H- du 

u TT u 


1 p ... Druck, V... Volumen, m ... Masse, R ... Gaskonstante, T... absolute Temperatur, 

V 

v = —... spezifisches Volumen 

2 d Q ... zugeführte Wärmemenge, c ^,... spezifische Wärme bei konstantem Volumen 


3 T # 0 ist immer erfüllt! 
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Der Rechtsterm ist ein vollständiges Differential, weil 


Sv 


= 0 und 


m 

ST 


= 0 und damit 


Sv ST 


Sv 

AR: 


gilt. 


Die Entropie —ist ein vollständiges Differential. 


AUFGABEN 

Es ist jeweils das vollständige Differential zu ermitteln. 

29.13 a) z = 4x 3 - 2y 2 b) z = 2x 2 + 5xy — y 2 c ) z = xy 

29.14 a) z = — b) z = y x c) z = ln (x + y) 


29.4 Angenäherte Fehlerberechnung 

Es wurde gezeigt, daß für Funktionen in einer Variablen der folgende Satz gilt: 

Wenn y = f{x) ist, so gilt für kleine Werte von Ax: Ay ^ dy = f (x) ■ dx 

Das Differential dy ist ein Näherungswert für die tatsächliche Funktionswert¬ 
differenz Ay. 


Für Funktionen in zwei unabhängigen Variablen gilt analog: 

Wenn z =/(*, y) ist, so ist das vollständige Differential dz = -^~dx + ~dy ein Nähe- 

Sx Sy 

rungswert für die Änderung Az, welche die Funktion/erfährt, wenn x um dx und y um dy 
geändert wird. 

Es gilt also 1 : 

Sz Sz 

Az~ w A X + —Ay 


In dieser Gleichung können alle auftretenden Größen beliebige Vorzeichen haben. 
Wenn man die absoluten Beträge einführt, so gilt: 

+ \w Ay \ 

| Az I 

Für den relativen Maximalfehler gilt: Az rel = - 


Beispiele und Aufgaben zu diesem Thema finden Sie in Band 2, Abschnitt 1.3. 


1 Ax = dx Ay = dy 































30. Matrizenrechnung 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Matrix, Zeilen einer Matrix, Spalten einer Matrix, Typ einer Matrix, Zeilenvektor und 
Spaltenvektor erklären; 

■ die Begriffe Nullmatrix, gleichartige Matrizen, gleiche Matrizen, transponierte Matrix erklären; 

■ die Begriffe quadratische Matrix, Determinante einer quadratischen Matrix, symmetrische Matrix, 
singuläre Matrix, Diagonalmatrix und Einheitsmatrix erklären; 

■ den Begriff Rang einer Matrix erklären; 

■ Matrizen addieren und subtrahieren; 

■ eine Matrix mit einer Zahl multiplizieren; 

■ zwei Matrizen multiplizieren; 

■ den Begriff Kehrmatrix erklären; 

■ die Kehrmatrix einer 2,2-Matrix berechnen. 


30.1 Allgemeine Definitionen und Begriffe 

Wir haben die Begriffe Matrix und Determinante bereits im 1. Band eingeführt. 


Ein rechteckiges Schema von reellen Zahlen, die in m Zeilen und n Spalten angeordnet 
sind, bezeichnet man als m, n- Matrix. 


Matrizen, bei denen die Anzahl der Spalten gleich ist der Anzahl der Zeilen, nennt man 

quadratische Matrizen. 


/I 0\ 

3 

n 

(l °), B= 2 

0 

5 

\ 2 V \ 6 

1 

0 / 


Bei quadratischen Matrizen nennt man die 
Anzahl der Zeilen (bzw. der Spalten) auch die 

Ordnung der Matrix. 


Jeder quadratischen Matrix A kann man die Determinante A = det A zuordnen. 

A = det A = Ij = 1 


Eine Matrix, deren sämtliche Elemente Nullen sind, heißt, ohne Rücksicht auf ihren 
Typ, Nullmatrix. 

Wir bezeichnen sie mit dem Buchstaben O. .. . l 


Z. B.: 0 (1 , 3 ) = (O 0 0), 





Zwei Matrizen mit gleicher Zeilenzahl und gleicher Spaltenzahl heißen gleichartig oder 
vom gleichen Typ. 


Z. B.: q|, 0 ,. Alle 2,2-Matrizen sind gleichartig. 

' ' ' Alle m, «-Matrizen sind gleichartig. 


Das Zeichen O darf nicht mit der Zahl Null verwechselt werden! 
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Zwei Matrizen A und B heißen genau dann einander gleich, wenn sie gleichartig sind 
und in allen Elementen übereinstimmen, wenn also 

a tik = b ik für alle /, k\ i = 1 , 2 ,.. m a k = 1 , 2, .. n gilt. 



a n = b n a a u = b] 2 a a 2 \ = b 2 \ a a 22 = b 22 


Wenn man in der Matrix A die Zeilen und die Spalten vertauscht, so erhält man die 
transponierte (oder gespiegelte) Matrix A T . 


Bei quadratischen Matrizen entspricht das Vertauschen von Zeilen und Spalten dem 
Spiegeln an der Hauptdiagonale der Matrix, also an der von links oben nach rechts 
unten verlaufenden Diagonale mit den Elementen a n , a 22 , a 33 , ..., a nn . 


Z. B.: 


'=(i i) 



Eine quadratische Matrix, in der alle Elemente der Hauptdiagonale gleich Eins sind und 
alle anderen Elemente Null sind, heißt Einheitsmatrix. 


Z. B.: 



30.2 Matrizenoperationen 

Addition und Subtraktion von Matrizen 


A (my M) ± B (m> M) = C (m> n) Für jedes Element c ik gilt: c ik = a ik ± b ik 
Zwei m, n -Matrizen werden addiert bzw. subtrahiert, indem man die entsprechenden 
Elemente addiert bzw. subtrahiert. 


Beachten Sie: Die Addition und die Subtraktion sind nur für Matrizen vom gleichen Typ 
definiert! 


BEISPIELE 













320 


30. Matrizenrechnung 


DERIVE 


1: al := [[2, 5] 

2: bl := [[6, 7], 

3: cl := al + bl 

[3. -2]] 

[-4, 2]] 

[[8, 12], [ 

-1. 0]] 

MATHEMATICA 

a2 = { (5, 6, 3}, 

{7, 8, 2}, (0, 5, 0} }; 


b2 = { {3, 4, 1}, 

(2, 5, -6}, {-1, 0, -2} }; 


c2 - a2 - b2 

{{2, 2, 2}, 

{5, 3, 8}, {1, 5, 2}} 


Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl 


Eine Matrix wird mit einer Zahl k multipliziert, indem man jedes Element der Matrix mit 
k multipliziert. 


BEISPIELE 



10 


s) 



Beachten Sie den Unterschied zum Rechnen mit Determinanten; es ist 


I 6 

21 

130 

101 

130 

21 

* 7 

0 “ 

1 7 

0 “ 

135 

o| : 


DERIVE 


1: 

a4 := [[2, 0, -1], [5, 

-1. 0], 

[2. 4, 6]] 

2: 

c4 := 2 a4 

[ [4> 

0, -2], [10, -2, 0], [4, 8, 12]] 


MATHEMATICA 


a3 = { {6. 2], {7, 0} }; 


c3 = 5 a3 

{{30, 10}, {35, 0}} 

5 Det[a3] 

-70 

Multiplikation von Matrizen 


Wir wiederholen zunächst: 


Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist gleich der Summe der Produkte der entspre- 

chenden Koordinaten beider Vektoren. 



In der Matrizenrechnung schreibt man Skalarprodukte immer in der Form: 

Zeilenvektor mal Spaltenvektor 


BEISPIEL 

5. a S= (3 4 0)- 
MATHEMATICA 



3-l + 4- 0 + 0- 2 = 3 


a5 = (3, 4, 0}; b5 = (1, 0, 2}; 

c5 = a5 . b5 3 
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C=A B o c ik ist das skalare Produkt des i -ten Zeilenvektors von A mit dem A>ten 
Spaltenvektor von B. 


Leicht ist die Multiplikation einer m, n -Matrix A 
mit einer n, p- Matrix B mit Hilfe des nach Falk 
benannten Schemas durchzuführen. 













B 













Das Element c ik der Matrix C=A B steht im 
Schnittpunkt der i-ten Zeile von A und der Ä>ten 

Spalte von B. 





















i 





i 1 

3 













Zwei Matrizen können nur dann miteinander multipliziert werden, wenn die Spalten¬ 
anzahl der ersten Matrix gleich ist der Zeilenanzahl der zweiten Matrix. 


BEISPIELE 

6 . Gegeben: A = ^ 4 )’ ß = (3 l) Gesucht: C=A B 

Es soll also gelten: 


Cn = (1 

3)- 

( 3 ) = 1-0 + 3-3= 9 

c 12 — (1 

hi 

) = 1-2 + 3 1 = 5 

c 2 i = (2 

4). 

( 3 ) = 2-0 + 4-3 = 12 

C 22 ~ (2 

Hl 

) =2-2 + 4-l = 8 




Es ist somit: 

c -( 

1 3\ (0 2\ (9 5\ 

2 4/ \3 1/ ~ \12 8 / 
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30. Matrizenrechnung 


AUFGABEN 



30.01 Berechnen Sie: A + B, A — B, C + D T , F — E, + /?-, — A, F + G 

30.02 Berechnen Sie: 3 F, 4B — 5A, E + 2F,\ 4A t — 3 B t + 5A — 2 B 

30.03 Wie lauten die Transponierten von A, ..., 

30.04 Berechnen Sie: A ■ B, A x • B lt C D , E • F, F • G, F E 


0 


30.3 Kehrmatrix 

A sei eine quadratische nichtsinguläre Matrix 1 . 

Die Matrix A~ x heißt die Kehrmatrix oder inverse Matrix von A, wenn gilt: 

AA- 1 = A~'A = E 


^ Analogie: Für alle von Null verschiedenen Zahlen a gilt: a- a 1 = 1 


= — heißt die Kehrzahl zu a. 
a 


Um die Kehrmatrix A~ l = 11 von A = ^ zu ermitteln, gehen wir von der 

Definitionsgleichung AA~' = E, also von ^ — l) * (^i ^ 22 ) = (o l) auS ' 


Mit Hilfe des Schemas von Falk erhalten wir: 



(2) b u + b 2 2 = 0 


(3) 2 b n — 6 21 = 0 (4) 2b u -b 22 = l 



Probe: 

1/3 

1/3 

2/3 

-1/3 

1 

1 

1 

0 

2 

-1 

0 

1 


Die Matrizenrechnung wird in Band 4 ausführlich behandelt werden. 

Wir beschränken uns hier auf die Berechnung der Kehrmatrix einer 2,2-Matrix. Diese gehört 
zum Handwerkszeug eines Elektrotechnikers bei Berechnungen mit Vierpolen. 


Eine Matrix A heißt nichtsingulär, wenn det/t=#0 ist. 
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Die Kehrmatrix zu A — \ n 

<*u\ 

lautet: A ~ 1 — , . ( 

^22 

- a u \ 

\a 2 i 

an] 

det A \ 

“ a 21 

a n ] 


^ In der nichtsingulären 2,2-Matrix werden die Elemente der Hauptdiagonale vertauscht 
und die Vorzeichen der Elemente der Nebendiagonale geändert! 


BEISPIELE 



Lösung: A 1 = 



Lösung: B 1 = 


A~ x = ? 

=£r(:5-i) 

B' = ? 

_J_/-I -2\ 

- 5 + 8 \ 4 5j 


■<-'-1(1-!) 

•-i(-J-ä) 


DERIVE 

1: a [[1, 1], [2, -1]] 

2: i t- a“(-1) [[1/3, 1/3], [2/3, -1/3]] 


MATHEMATICA 

b = { {5. 2}. (-4. -1} }; 

Inverse[b] //N {{-0.333333, -0.666667}, {1.33333, 1.66667}} 


AUFGABEN 


30.05 Von den Matrizen ist jeweils die Kehrmatrix zu ermitteln: 

■> (l 1 ) »(1 - 1 ) •> (- 1 1) 



0 4\ 
-3 2] 


Ausblick auf den 4. Jahrgang: 


m = { {1, 2, 3}, {4, 5, 0}, {6, 1, 8} }; 
n = Inverse[m] 

{{-4/3, -1/6, 1/2}, {16/15, 1/3, -2/5}, {1/15, -1/6, 1/10}} 
probe = m . n {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}} 
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Verteilungsfunktion 254,271 
Vertrauensbereiche 286—290 
vollständiges Differential 315 
Vorzeichenregel 129 

waagrechte Ebene 116 
Wahrscheinlichkeitsdichte 269 
Wahrscheinlichkeitsfunk¬ 
tion 254 

Wahrscheinlichkeitsrech¬ 
nung 242—250 
Wahrscheinlichkeitsvertei¬ 
lung 255 

Wechselstrom 118,240 
Wendepunkt 104,118—124 
Wendetangente 121 
Word-Mode 13 
Wurf nach oben 116 

x =. 22 

zentraler Grenzwertsatz 278 
Zufallsstreubereiche 280—286 
Zufallsvariable 243 
Zuordnung 22 
zusammengesetzte Funk¬ 
tionen 86 

Zykloide 115,160, 226 
Zylinderhuf 212 
zylindrische Scheibe 230 


An der Geschichte der Mathematik Interessierten empfehle ich folgende Bücher, aus denen 
ich historische Daten entnommen habe: 

Meschkowski: Mathematiker Lexikon, BI Hochschultaschenbücher 414/414 *. 
Kaiser/Nöbauer: Geschichte der Mathematik, HPT Verlag. 

Bell: Die großen Mathematiker, Econ-Verlag. 

Struik: Abriß der Geschichte der Mathematik, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften. 
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